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在本文中
,
我们用线性徽分方程解的理论简明地证明 了下面定理

:
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2 ) 拒阵的扶为 n 一 i ,

则函数组 x ,
( t ) , x Z ( t )… … , x 。

( t ) 在 〔 a ,
b 〕 的至少代个子

区间上为线性相关
。

在线性微分方程的一般理论中已证明如下定理
。

定理 1 若函数组
x :

( )t
, x :

( )t
, … , x 。

( Q 在区间 〔a, b〕上线性相关
,

则该函数组的

W
r o n s k i 行列式在 〔 a ,

b〕上恒等于零
。

注 1 定理 1给出的是函数组线性相关的必要条件
,

其逆不真
,

即函数组在某区间上线

性无关
,

其 W or sn k i 行列式也可能在该区间上恒等于零
。

例如易证函数组
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在 〔一 1
, 1〕上为线性无关

,

但它们的 W or sn ik 行列式在 〔 一 1 , 1〕上却是恒等于零的
。

此

外该函 数组在 〔一 1 ,

的 或 〔0 , 1〕上分别是线性相关的
,

这是因为至少有一个函数在这些区

间恒等于零
。

定理 2 函数组
x : (t )

,
X : (t )

, … , x 。

( t) 在 〔 a ,

b〕上线性相关的充要条件是该函数组

的 G
r a m 行列式等于零

。

注 2 由于函数组的线性相关和线性无关是两个对立的概念
,

因此定理 2 也可用来判定

函数组的线性无关性
,

这用反证法易见
。

由定理 1 及注 1可知
:
如果 函数组的伏朗斯基行列式在 ca

,
b〕上恒等于零

,
、

该函数组在

〔 a ,
b 〕上可能为线性相关

,

也可能为线性无关
,

此时可用 G r a m 行列式的值矛以
一

判 定 ( 定

理 2 )
。
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若判定为线性相关
,

由定义易见
,

它们在 〔 a ,
b 〕的任一子区间上必为线性相关 ,若判定

为线性无关
,
则不能得出它们在 〔 a ,

b 〕的子区间上为线性无关的结论
,

这在注 1 中已予 以

说明
。

对此
,

我们有下面的定理并给以一种简单的证明
。

定理 3 设函数组 x : ( )t , x : ( )t , ·
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r

on , ik 行列式在 〔 a ,
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零
,
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的秩等于 n 一 1 ,
则该函数组在 ca

,

b 〕的至少一个子区间上是线性相关的
。

证明 因矩阵 B (t )的秩为 n 一 1
,
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, 必存在包含 t

.

的某一闭区间 〔a, 即旦〔。
,

b 〕
,

使当 t任〔a ,

阳 时
,
有

A ( t )斗 0
。

构造 (红` 1) 阶齐线性徽分方程
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该方程的最高阶 (
n · l 阶 ) 系数是 A ( )t

,

它在 〔a ,

阳 上不等于零
。

将 x .

( )t 代入 .( ) 式
,

左端即为W
r o n s k i 行列式

,

于是在〔a ,

日〕上也有 W ( x : , x : ,
·

一
x 。

) ~ o ,

所以 x 。

( t ) 是 (
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方程的解
。

再将 x : (t )
, x :

( )t
,

… … ,
xu

一 :
(t ) 分别代入 .( 》式

,
由行列式的性质知

,

它们

也都是 (’ )式在 〔。
,

由 上的解
,

于是 (n
~

l) 阶线性徽分方程在 〔a ,

由 上有 。 个特解
: 1 : (t )

,

x :
( t)

,

… …
,

xu (t )
。

根据线性微分方程解的理论
,

它们在 〔q ,

由 上必为线性相关
,
证毕

。
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