
第 二 期

1 98 9年
江苏 化 工 学 院 学 报

J U O RN L A OF I J AN GS US N I TI T T UE OF CH EH NIC EC T M L AL O OY G

N o
.

2

18 9 9

切 线 反 问 题 与 奇 解

}
康 连 城

摘
.

要

本文研究切线反问题和奇解
。

对于 切线反问题的一般情形导 出它的微分方程
,

并讨论这些方程的奇解
。

我们还着重研究了作为奇解或非奇解的二重奇点轨迹
,

同

时介绍 了奇解的列别方 法
。

一
、

用初等方法或微积分都可以证明这样一个事实
: 以双曲线

、

椭圆
、

抛物线等二次曲

线为母线的旋转曲面
,

具有特殊的光学特性
。

把光源放在焦点位置
,

发出的光线经上述曲面

形状的镜面反射
,

当母线是椭圆时
,

反射光线集聚在另一焦点上
,

当母线为抛物线时
,

反射

光线是平行光
,

等等
。

但问题的原始提法
,

并不是已知曲线
,

验证具有上述特性
。

相反
,

它

是 由于设计光学系统的实际需要
,

要求求出具有上述特性的曲线
。

早 在 E二 l id 年 代 ( 公元

前三世纪 ) 人们就已熟悉光的反射定律
: 光线的入射角等于反射角

。

这就需要计算曲线的切

线 ( 或法线 )
。

所 以问题归结为
:

根据曲线的切线 ( 或法线 ) 的性质求曲线本身
,

这就是所

谓 “
切线反问题

” 。

例如要求光线从一个定点出发
,

经

过曲线的反射聚于另一个定点
,

试求此

曲线 `

我们通过建立和求解微分方程来解

决这间题
。

如图 ( 1) 建立坐标系
,

定点

分别为 A ( 一 1 , 0 )
,

A
,
( 1

, O ) 设所求

曲线为 y = y ( x )
,

M ( x , y ) 为其上任一

点
,

A M 为入射线
,

则 M A
产

为反射线
。

根据反射定律
,

0
, = e

: ,

这里 O
,

( 0
2
)

为入 (反 ) 射角的余角
,

即曲线在 M 点

的切线与入 (反 )射线的夹角
。

因此
,

t g s : = t g o
:

图 ( 1 )

而 t g s : = t g (中
: 一 G)
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经趁理
,
得曲线应满足的微分方程

.
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( 1 )

两边同乘以 y , ,
并作变换护 = X

,
尹 二 Y

,
得

x

(器 )
’ + ( x 一 Y 一 ` ,

器
一 Y = 。 ,

( 2 )

人 d y
, _ ` _

、 _ ~
_ .

甲
.

万r 二 P, “ , 两 川与为

Y = P X ~ P

p + 1
( 3 )

两边对 x 求导
,
注意到
器

二 p ,
得

(卜万坛
了

)斋
二 0

( 4 )

如
奕

= 。 ,

则 p = c

U Z、

“ Y 二 C x 一

长亩
,

其中 C 是任意常数
。

_ _ , _ 。 _ ,

C
肠卜 J

一 ` 勺工
-
一 几只一兀

一

丁
一

、 J 宁 i
( 5 )

二 1 。 。
、 , 。 、

~
, .

A 一交歹干丁户
-

= ” , 1 、八 、 。 , 玛 仔 丫 = 一
p .

( P + 1 )
,

{
妙 = 一 -

2 一一
( P + 1 )

z

一 P么

( P + 1 )
2

( 6 )

y Z =

从解 (5 )
,

我们知道这是共焦椭圆 (或双曲线 )族
。

而解 (6 )
,

消去参数 p 得 y Z + (1 士x)
: 二 0

,

这只是一些孤立点
,

不是原间题的解
。

这说明了这一切线反间题的解只有椭圆或双曲线
,

前

者产生实象
,
后者产生虚象

。

按照类似的方法
,

对于切线反问题
:
光线从一个定点 ( 设为坐标原点 ) 发出

,

经过曲线

反射后得到平行光 ( 设平行于
x
轴 )

,

求此曲线
。

我们可 以归结为求解微分方程
.
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(奥又 、
2 +

(
一

丝 、月兰
一 1 二 。

。

、 Q XI \ yl 以 X

可以求出其解为抛物线族 y’ 二 c
(

。 +
2x )

,

这儿个切线反间题
,
最早为 D e s

ca
r et s

( 1 596 ~

1 6 5 0) 所解决
,

他是从微小量之间的相关性质得到
,
而不是解微分方程得到

。

因为那时连微

积分也尚未创立
,

更不用说微分方程了
。

二
、

一般切线反问题是
:
曲线上每点的切线都有某种性质

,

这种性质只与切线有关
,
而

与切点无关
,

求此曲线
。

设曲线上任一点为 x(
, y )

,

其切线为

Y 一 y 二 y 产 ( X 一 y ) 即

Y = y 产 X + ( y 一
x y / )

于是切线的某种性质可用 y 尸

及 ( y 一 x y 尹 ) 的关系式表示之
,
即

F ( y
l , y 一 x y , ) = 0

如可由此式解为显函数形式

y = x y 尹 + f ( y
, )

这就是著名的 C al ir a ut 方程
,

求解这个方程可得它的通解为

y = e x + f (
e
)

当 f了沪 O 时还有参数形式的解

x = 一 f , ( P )

y 二 一 P f ,
( P ) + f ( P )

( 7 )

( 8 )

( 9 )

( 1 0 )

从几何意义上看解 ( 9 ) 是单参数直线族
,

而 ( 1 0 ) 则是

这族直线的包络线
,

我们称 ( 10 ) 为奇解
。

〔在实用上我

们感兴趣的不是通解 (9 )
,

而是它的包络 ( 即奇解 ) ,

因为这是真正的
“

曲
”

线
。

例如求一 曲线
,

它的任一切线在两坐标轴之间的线

段长为常数
a 。

显然任一与两坐标轴的交点之间相距为
a
的直线都满足要求

。

然而我们要的是真正的
“

曲
”

线
。

如图 ( 2)
,

设 M x(
,
y ) 为曲线上任一点

,

过 M 的

切线为 Y
= y ` X 十 ( y 一 x y `协

,

它与坐标轴的交点分别

为

A
,

M ( x , y )

y 二 y ( x )

A 还

图 ( 2 )

X 一 一万 矛

y
`

一 , 。

)
,

A ’ ` O
, y
一

y ` ’
J

了
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-
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y 二 x y , 士
召

a y ,

1 + y , 1
( 1 1 )

对这个 C la i r a ut 方程
,
有通解 ( 直线族

a C

y ” c x 土 一二不于干 = 二
百
二

一
、 2 1 + C .

( 12 )

及奇解 ( 此直线族的包络 )

x 蚤 + y奋 = a奋 ( 1 3 )

这就是星形线
,

真正的
“
曲

”

线

三
、

上面所提到的微分方程的奇解
,

其一般定义是
:

一阶隐式微分方程 F ( x
, y , y `

) == 0

的某一解
,

它所表示的平面曲线
,

其上每一点解的唯一性都不成立
。

即至少有方程的另一条

解曲线通过并相切
,
则此解称为方程的奇解

。

,
、 ,

一 ~
、

` 一~ 一
, , 、 。 、 、

一 , 一一
_ _

、

。 *
、 一

人 1,

~ 乡F
,

_

一 。 ~ ~ 一 ~ 一
我们知道方程 F (x

, y , y `
) = 0关于所有变元连续可微及

一

二井
一

沪 。 等是解存在的唯一
一

” ’ `
一

’

一一
’

- -

-
-

-

一
一

”
-

一
`
一

’

一
一 ’ 一 ’ r

一 a y
` 一 `

一
` 一

”
’

一一
`

充分条件
。

因此在其他条件继续成立时
,

某解为奇解的必要条件是

斋
二 0。

记 :
/ 二 p ,

方

程的奇解必须满足

{
F (

x , y , p ) = 0

F才(
x ,

y
, p ) = 0

( 14 )

当消去 p 得到一条曲线时
,

称之为 p
一

判别曲线
。

当 ( 15 ) 不表示一条曲线或虽为一条曲线
,

但不满足原方程 F ( x , y , y `
)

= 。 ,

方程肯定没有奇解
。

即使 ( 1 5) 所表示的曲线是

F ( x , y , y `
) 二 0 的解

,

还需要经过检验
,

才能断定是否为奇解
。

其方法是要先求出方程的

通解 ( 单参数曲线族 )
,

验证 ( 1 5) 表示的曲线上每一点是否有族中的曲线与之相切
。

存在这

样的情况
: p 一

判别曲线仅仅是方程的特解而非奇解
。

如方程 (y
`
)

2 一 y “ = o ,

( y > 0)
,

它的

P 一

判另。曲线为
{

p Z 一 y 3 = 0
5

Z P = 0
消去 p 得到 y = 0 ,

满足原方程但不是奇解
,

因为原方程的通

解曲线族为 y 二

( x + e )
么 ’ 这族曲线并不与 y 二 0 相交

,

当然更谈不上相切了
。

另外我们从曲线族与它的包络来研究奇解
。

设有一单参数曲线族
,

及另一非族中的曲线
,

如果后者每一点上都有族中的某一曲线与之相切
,

则称它为曲线族的包络曲线 (简称包络 )
。

从上可知一阶方程通解曲线族如有包络存在就是方程的奇解
。

设方程 F x(
, y , y ’

) = O 的通解曲线族为
:

中 (
二 , y

, e ) = o ,
( 15 )

如有包络存在
,

记为 x 二 x (。 )
, y = y c( )

,

这里包络所取的参数
c ,

与族 ( 1 5) 中的参数柑

同
,

即表示任一点 ( x
(
e
)

,
y ( e ) )

,

包络恰与 ( 17 ) 中取
c
的那一条曲线 中 (

x , y , e
) = o 相

切
。

点 ( x (
e
)

, y ( e ) ) 作为 中( x , y , e ) = o 上的点
,

应有
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巾 (盆 ( e)
, y ( e ) , e ) = 0

中类x ,
(
e
) + 中了y `

(。 ) + 中c’ = 0
,

( 16 )

对求
c
导

,

( 17 )

又由于包络与族中某曲线 中 (x
, y , 。

) = 。 在此点 (
x

(
c
)

, y
,

( c) ) 相切
,

立丛业
-

_ _

上 _ {
x ,

(
e
) 一 一 中了 { ( x , y ) 二 ( x ( e )

, y ( e ) )
( 1 8 )

:’ ( 1 7 ) 变为 中c, 〔
x

(
e
)

, y ( e
)

, e 〕 = 0

可见包络如果存在的话
,

它必定满足

( 1 9 )

{
中(

x , y , e ) 二 0

中了( x
, y , e

) = 0
( 2 0 )

消去其中的
“ ,

得到曲线称之为 C
一

判别曲线
。

它可能是通解曲线疾的包络
,

即

F (
x , y , y `

) = 0 的奇解
。

但也可能是 中 ( x ,

y , C ) 二 0 上奇点的轨迹 ( 即满足 呵 = o
,

呵 二 0 的点的轨迹 )
。

因为这种点也能满足 ( 2 0)
,

奇点的轨迹也可 以是奇解
。

无论哪一种情

况都要按包络的定义进行检验
,

即求出 C
一

判别曲线上每一点的 斜 率
,

及 通 过 这 一 点 的

中x(
, y ,

c)
= 0 的斜率

,

看看是否相等
。

当 C
一

判别曲线是奇点轨迹时
,

由于 似
=
中了

二 o ,

无

法从式
:
呵 + 中了

-

叭
= 。 求出斜率

。

U X
当奇点是二重时

,

即中久
,

中:,y
,

中:,y 不全为 O
,

上式再

对
x
求导一次

,

注意到 中! 二 O
,

得

+ 2 中:
,

号爹
+ , : (

一

豁 )
2 二 ” ,

( 2 1 )

此为关于
一

号姜
一

的二次方程
,

只有当 中,
二

中; 一 中: 二 。 时
,

才有唯一的解
.

,。与 c
一

判另。曲线

在此点的切线斜率相等
,

这条二重奇点轨迹就是包络
,

也就是原方程的奇解
。

当

中f’x 中儿一 中1’y2 乏 0 时
,

原曲线在此点不存在唯一的切线或不存在切线
,

当然不可能是包络
,

至于更高重奇点的轨迹
,

判定其是否为奇解
,
则更繁

、

更复杂
,

这里从略
。

例 求方程
(斋 )

“ 一

夸
一 , = 。 的奇解

:

先求出其通解曲线族

( x 一 e
)
” 一 y Z = 0 ( 2 2 )

C
一

判别曲线为
(

x 一 e
)
“ 一 y “ 二 0

消去
e
得 y 二 0

3 ( x 一 e )
“ 二 0

对于其上任一点 (
e ,

o ) )
,

因为 中了 1
。 。 , 。 ) =

中了{
( 。 , 。 ) 二 o ,

故 y = o 是奇点轨迹
,

且

是二重奇点轨迹 ( 丫 帐
= 一 2 )

,

由 中: (
一

盆二
一

)
2 二 。 得知

昔卜
。 ,

而族中的某曲线 ( 指

·
确定时 ) ( X

一 ) 。 一 y Z = 。 在 c(, 0) 点的切线斜率为 。 ,

在 : · 。 上点点有
斋

= 。 ,

.’. y = o 这一二重奇点的轨迹是原方程的奇解
。



第 二 期

198 9年

江 苏 化 工 学 院 学报
JO UN RA LOF A I JN G S UIN ST IT T E UOF C H EMI CA T LC EHN OG O L Y

N 0
.

2

198 9

连续梁弯曲变形的截断多项式解法

沈 云 程

摘 要

本文提供一种用截断 多项式求解连续梁弯曲 变形的简单方法
。

这种方法不君要

解静不定 问题
,

也不需要解联立方程预 先求出多余支反力
,

就能求得连续梁挠曲线

方程的一般表达式
。

连续梁是具有一系列中间支座的静不定梁
,

其静不定次数等于或大于中间支座的数目
。

求解连续梁静不定间题
,

已发展了多种方法 〔 1 〕 ,

如叠加法
、

力矩— 面积法
,

三弯矩方程

法等
。

但是
,

所有的方法都必须在求得多余支反力 以后
,

才能按照静定梁的分析方法
,

计算

连续梁的弯曲变形
,

因此求解过程相当冗长
。

本文选取中间支座的约束反力为未知量
,

根据梁的挠曲线近似微分方程
、

相邻梁段交界

处的光滑连续条件和载荷突变条件
,

求得用截断多项式表示的挠曲线方程
。

利用梁端和中间

( 接第 5 页 )
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