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连续梁弯曲变形的截断多项式解法

沈 云 程

摘 要

本文提供一种用截断 多项式求解连续梁弯曲 变形的简单方法
。

这种方法不君要

解静不定 问题
,

也不需要解联立方程预 先求出多余支反力
,

就能求得连续梁挠曲线

方程的一般表达式
。

连续梁是具有一系列中间支座的静不定梁
,

其静不定次数等于或大于中间支座的数目
。

求解连续梁静不定间题
,

已发展了多种方法 〔 1 〕 ,

如叠加法
、

力矩— 面积法
,

三弯矩方程

法等
。

但是
,

所有的方法都必须在求得多余支反力 以后
,

才能按照静定梁的分析方法
,

计算

连续梁的弯曲变形
,

因此求解过程相当冗长
。

本文选取中间支座的约束反力为未知量
,

根据梁的挠曲线近似微分方程
、

相邻梁段交界

处的光滑连续条件和载荷突变条件
,

求得用截断多项式表示的挠曲线方程
。

利用梁端和中间
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支座处的位移边界条件
,

计算方程中的待定系数和约束反力
,

可 以直接得到连续梁的弯曲变

形
。

一
、

相邻梁段的挠曲线方程

有一根等剖面连续梁 (图 1 )
,

其上作用有集中力
、

集中力偶和线性分布载荷
。

支座及载

荷间断点依次用结点号 。
、

1
、

2 … … 等表示
。

如果梁内弯矩和剪力的正负号采用文 〔 2 〕的规

定
, x o y 坐标系如图 1 所示

,

则该连续梁的挠曲线近似微分方程为

图 1 一端固持一端钦支的连续梁

。 丁
d

4
y

J石 J l —
.

一
一 ,

a X ,

二 q ( 1 )

式中 E 工一梁的抗弯刚度
, q 一分布载荷集度

。

由方程 ( 1 ) 可知
:
无载荷作用 ( q = 。 )的梁

段
,

其饶曲线方程是
x
的三次多项式

,

均布或梯形分布载荷作用的梁段
,

其挠曲线方程分别

为
x
的四次和五次多项式

。

现在分别求在集中力
、

集中力偶和线性分布载荷作用下相邻梁段的挠曲线方程
。

1
.

集中力

设在连续梁的两个相邻梁段的交界结点 i 处仅作用有集中力 iP (图 2 )
。

lllll
.....

图 2 相邻梁段的载荷情况

则左右梁段的挠曲线方程分别为

E 1 y z 二 e 。 + e l x + e : x Z + e 3 x 3

( 2 )
E l y : 二 d

。 + d : x + d : x “ + d
。 x “

式中
c , 和 dJ ( j二 。 , 2 , 3 ) 为待定常系数

。

因为左右梁段在截面 i 处的挠度
、

转角和弯矩相等
,

而剪力发生突变
,

其突变值为 P
, ,

故在
x = a ,

处有如下条件
。

y : = y : y 二= y 盆 E l y 丫= E l y g

E l y 誉+ P , = E l y 犷
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将2 ( )式分别代入上面四个条件
,
得

e 。 + e : a , + e : a
产+ e 。 a `3 二 d

。 + d , a , + d : a户+ d
: a户

e : + Z e : a . + 3 e 。 a , = d : + Z d : a : + 3 d o a户

Z e : + 6 e o a : = Z d
: + 6 d o a l

6 e 。 + P: == 6 d *

联立解方程组 (3 )
,

可得

( 3 )

P
. a ..

Q n
= ~

一
6

d l 二 e l +
P . a o.

d : 二 e : 一
P : a . P

.

Q ,
二 C ,

十

一6
把待定系数 d :

代入 ( 2) 式中第二式
,
即得右梁段的挠曲线方程

二
, . _ _ _ . 。 . _ , .

P
.

乙 l y : = C - 一 c 盆x 十 c 名 x 一
十 c . x

一
个 一万台 气1 一 肠 l 尹

O 乙

引入截断多项式记号 〔3〕

( x 一 a )

x( 一 a)
“

x( > a) n
为正整致

0 ( x < a )

r 1

( x 一 a )二= 弓̀
0

( x > a )

( x < a )

于是得到相邻梁段挠曲线方程的统一表达式

`E y = 一 + 。 I X + 。 : X : +

一
+

奇
( X 一 。 ! ,

( 4 )

很明显
,
式中的常数

e 。 = y ( O )
_ _ _

, I 。 、 _ _

1
_ _ , , 。 、

` ’ = y 、 U , ` 2 = 百 y
” “ v ,

e 3 二

青
: ’ `。 ,

于是
,

( 4) 式变为

E l , = y (。 ) + , `
(。 ) 二 +

粤
y l’

(。 ) 二
“ +

粤
y , ( 。 ) 二

, +

乒
(二 一 。 , )

乙 0 0 二

( 5 )

由此得出结论
:
如果相邻梁段上无载荷

,

只在交界结点处作用有集中力 P 时
,

则左梁段的

挠曲线方程为 x 的三次多项式
,

而右梁段的挠曲线方程等于左梁段的挠度加上
冬

( 二
一 a ) , 。

- -
一 一 ~

’

一
` ’ -

一
’

一
- -

一 一
’ 一 、 ` ” -

一
’ -

一
一 ’

一 ~ ~
一 ’

一
一 ’

一
一 ’ -

一
一 ’

一~
`

一一 !3
、

一 一 ` “

同样
,
利用交界结点处的光滑连续条件和载荷突变条件

,

可以求得集中力偶和梯形分布

载荷情况下相邻梁段的挠曲线方程
。

为节省篇幅
,

此处不予证明
,
仅将推导的最后结果列举

如下
。

2
.

集中力偶

如果在相邻梁段的交界结点处
,

仅作用有集中力偶 M j
,

那么
,

其挠曲线方程为
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E I y= y( 。) + y`
( 。) +

告 yl,
( 。 ) +

李y ll, ( 。 ) +

擎
, ( x 一 b』 )荤

` 匕 `
( 6 )

/// 声声
lllll

图 3 集 中 力 偶 载 荷 情 况

梯形分布载荷

〔 I
k + 1

1: + 1

尸十一
- 一

-

一一 C
k 十 1 一

_

~ }

「「「 / 尹万万〔〔、 k

杯杯杯万万 一一一
IIIIIII

图 4 梯 形 分 布 载 荷 情 记

如果在某梁段上仅作用有梯形分布载荷 (图 4 )
,

则三个相邻梁段的挠曲线方程为

E l : = y ( 0 ) + ; ,
( 0 ) x +

玉y “
( o ) x Z +

王y “ ( 0 ) x “ +

乙 b

q k ( x 一 e k )幸

4 !

+
一

鲤旨于少)件黔
’早

. ` 、 , k + 1 、 k /

叭
* 、

(兰二 , ,

卫一
4 !

( q k , 、 一 q 、
) ( x 一 e 、 , 、

) 琴
5 ! ( e k + 1 一 e k

)

( 7 )

式中 q k , q k + :

分别为结点 k 和 ( k + i ) 处的分布载荷集度
。 e k , e k , :

分别为结点 k 和 ( k + 1 )

的
x 坐标

。

二
、

连续梁的挠曲线方程

如果在连续梁上作用有 I个集中力 P
, ,

m 个集中力偶 M
, , n 段梯形分布载荷 q 、 和 q : , J

还包含 p 个中间支座
,

那么
,

选取中间支座为多余约束
,

代替以多余支反力
,

并把它看作集

中载荷
,

根据挠度叠加原理以及式 ( 5 )
、

( 6 )
、

( 7) 得到整个多跨度连续梁的挠曲线方程为
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Ex ; = y(。 )+ y,
( o ) 二 +

备
y l’

( o ) 二
2 +

冬
y lll ( o ) x 3 +

杀
` 0 0 二

l

艺 P
:
( x 一 a )早

+

命
:

氢
M 】`X 一 b l ,` +

命户
, q · ` X

一
, , +

俞户
:

( q
k , , 一 q k

) ( x 一 e k
)

( e : , 1 一 e ` )

艺 q ` , :
( x 一 e k , : )幸一

( q
、 , , 一 q ` ) ( x 一 e k十 :

)暴
e 、 , : 一 e ` )

1
十

—3 :

艺 R : ( x 一 d 、 )拿 ( 8 )

式中 P : 、

M
j 、 q k

和 q k , ;

的方向如图 (2 )
、

(3 ) 和图 (4 ) 所示
。

中间支座反力 R :
的方向和集

中力 P .
的方向相同

。

待定系数 y ( 0)
、

y 了 ( 0 )
、

y,’ ( 0 )
、

y I,’ ( 0) 以及多余支反力 R : ,

利用

连续梁两端和中间支座处的边界条件确定
。

d 。
为中间支座位置的 x 坐标

。

三
、

算 例

图示左端固持右端自由的连续梁

RRR ... 聋聋

一`̀̀̀̀

图 5

令中间支座的支反力分别为 R :
和 R

Z ,

则从公式 ( 8) 知连续梁的挠曲线方程应为

E , y = y (。 ) + y 尹 ( 0 ) X +

合
y · (。 , X Z +

言
y 。 `。 , +

音
R

l
( X 一 L ,早+

令
( X 一 Z L ) ;

( a )

利用梁端和中间支座处的边界条件确定 ( a) 式中的待定系数及多余支反力 R : 和 R
:

梁左端固持
, x = 0 处的边界条件为

y ( 0 ) 二 0 y 尹
( 0 ) = 0

中间支座处的挠度为零
,

即在
x = L 和 x 二 Z L

y 二 0

将此条件分别代入 a( ) 式
,

求得

v · ` o , = 一

食
y l,, `。 , L

R
、 = 一 4 y曰 ( 0 )
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梁右端自由
, x = Z L + a 处

y ,I == 0 E l y 砂 = P

把 ( a) 式求导后分别代入上两式得

R
Z 二

(
1 8 +

卫互 、
.

要
y ,, (。 )

\ a 1 0

y 价 ( 0 ) =
3 P a

7

由此得到支反力和待定系数分别为
’

1 2 a 一
二 一 f

一

厂
丫 乙

R : 二 p

(
` +

斋 ) y’’ (0)
二 一里色

L

将上述待定系数及支反力代入 a( ) 式
,

得梁的挠曲线方程

E I y 二

念【
一 L · 2 +

一
4 (一 L ,` +

(
3 +

器 )
`一

Z L , ,

2
.

图示两端固持的连续梁

图 6

设中间支座反力为 R
,

和 R
: ,

从公式 ( 8) 看出
,

满足梁左端边界条件的挠曲线方程为

E I y =

色
一

y ,
(。 )

x ! 十

畏
一

y ,
(。 )

x 3 十

凡恤厂, 1
, 卫赵乏二旦趾

乙 0 0 0 1肠

q 。
( x 一 Z L )幸

4!

_ q0 (犷卫LZ圣十

5 ! L

R Z
(

x 一 Z L )里
6 ( a )

由中间支座 x 二 L 和 x = Z L 处的边界条件 y 二 。得

y · `。 , = 一登
y。 `” , L R : = 一 ` y公`。 , - q 。

L

根据梁右端
x 二 3 L 处的边界条件 y 二 o 和 y尹 二 0 分别求得

。 . ,

,,, , 。 、

9
_

,
_

f,, , 八 、

1 1 _

R : = 14 y ll, ( 0 ) 一
屯
毛 q 。

L y ll, ( 0 ) 二 洁森 q 。
L

1 0
1 “
一

J 、 一 `

3 0 0
` ’

一

把 y l,, ( 0 ) 分别代入 y I’
( 0 ) 和 R : 、

R :
的表达式得

y
l,
( 0 )

=
一

俪
q0

“ 1 = 一

箭
q O

L
R

z
= 一

粤
q : L

` O

于是连续梁的挠曲线方程为
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E` y=一 1鑫茄
” 。

L “ x Z i
言而

q0 L x 3 5 9

18 0 0
q。 L ( x 一 L )幕 +

q。 ( x 一 L )票
2 10 L

_卫以x : 全L )皇 _卫

2 4

。
( x 一 Z L )票

12 0 L

2 9

4 0 5
q。 L ( x 一 Z L )

3
.

图示两端铰支连续梁

;;;;;;;;;尺
,,

{{{
.

{
_____

图

设中间支座反力为 R : 和 R : ,

则根据式 ( 8)
,

可写出满足梁左端边界条件的挠曲线方

E ` y = y ,
( 。 ) X +

青
y lll ( 。 ) X 3

一
货

一

+ q (x 一 L )票
.

一

— — — 一 , .

R
:
( x 一 L )早

6

R :
( x 一 Z L )拿

, .

一—
一

—
一 一

_
,

5
_ 、

尸 吸X 一
~

万 L ,
乙

由 x = L 和
x = Z L 处 y 二 o 的条件

,

分别求得

y ,
( 。 ) 二 月典竺一冬

y , (。 ) L Z

` 4 灯

。 1 3
_ : 。 _ _ m , 。 、

爪 ` 二一了
q ` 一 。 y’

. ’

气U ,

从梁右端
x = 3 L处的边界条件 y = O和 y “ = 。 分别求出

R Z = 2` y , ` o , 一

等
q L

y ’ `。 , =

箭
q L

最后得到

5
_ ,

=
.

下丁只 七
O

y ,
( O ) = 一

5 q L
`

7 2
2

R
L
一

q
一一一R

连续梁的挠曲线方程为

y “ 一
反

-
s

t ,

一
一
丁 与

“
X 十 一

6

1 1

6
L x “ 一 x 毛 + (

x 一 L ) 幸+ Z L ( x 一 L )

s
t , 。 , 、

宁
,
; 二` 吸X 一 乙 与少
`

一 4 “ ( x 一

备
L ,`

有了挠曲线方程
,

对
x
求二阶和三阶导数

,

即可得到梁内的弯矩和剪力
、

梁端支座反力
.
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合成二甘醇双烷基醚的研究

陈 群 王 饥 陈金龙 李元虎
,

于建梅
肠
缪 凤仙

摘 要

本文描述 T二甘醉双烷基醚 的合成
。

作者以 二甘醉和硫酸二烷基醋 或卤代烃为

原杆
,

在固碱作用下
,

发生 W il h a m so n 反应 , 并研 完 了固城的作用
,

反应温度
、

反应时间及原料配比甘反应的影响
,

从而 高产率地获得 了纯二甘醉双乙 醚 和 双 丁

醚
。

2、 尸 “ ,产 、 矛 、 户̀ 尸曰 , “ 、 曰气 .户` 尹、 户、 曰门. 尸、产 、 沪 、 创、 沪、 产 产 、 产、州户、 、 曰目八目、 产妇内洲、 产知八 J 、产 . 门『、 尸 .八 尸、 沪,曰 、 产、口、 产、 ` 叭 尸、口、 ` 卜“ 、 户
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