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关于 Ehrlich迭代法的一种推广
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摘要:讨论 Ehrlich迭代法的一种推广形式 , 给出收敛性定理及其简洁证明 , 并比较它和 New ton迭代法的计算效率 , 得出当多

项式的根全为单根时若多项式次数不低于 4 , 则 Ehrlich迭代法的效率高于 New ton 迭代法;当多项式的根不全为单根时 , 则

Ehrlich迭代法的效率总高于 New ton迭代法。
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On a Generalization of Ehrlich′s Method
HUANG Qing-long , RUAN Hong-shun

(Department of Info rmation Science , Jiangsu Poly technic University , Changzhou 213164 , China)

Abstract:A generalized Ehrlich′s method is discussed;a version of its convergence theo rem is proposed and a

more concise proof of the theorem is given.Finally , the numerical efficiency of the generalized Ehrlich′s

method and that of New ton method are compared.It is concluded that the Ehrlich′s method is more efficient

than New ton method for polynomials of deg ree n ≥4 with simple roots and for all polynomials w ith multiple

roots.
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　　对文献 [ 1] 提出的 Ehrlich 迭代法有文献 [ 2

～ 6] 讨论其各种变形和推广形式 。设 n 次多项式

f (x)在复数域上的典型分解式为
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μ

1 (x -r2)
μ

2 (x -rm)
μ
m

(1)

该多项式的根满足 r i≠r j (i ≠j), 根 r i 的重

数μi (i=1 , 2 , … , m)是正整数 , 且∑
m

i=1
μi=n 。

对多项式 (1), 文献 [ 2] 给出了迭代公式
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其中 i=1 , 2 , …, m , k =0 , 1 , 2 , …。

x
(0)
1 , x

(0)
2 , …, x

(m)
j 是多项式 f (x)的 m

个根的初始近似 。迭代式 (2)是求多项式重根时

Ehrlich法的一种推广 。特别当根的重数 μi (i =1 ,

2 , …, m)都是 1时 , (2)式即为文献 [ 1] 中的

Ehrlich迭代法 。

文献 [ 2 , 3] 都讨论了 (2)式的收敛性和收

敛阶 , 但证明过程都较繁 。本文给出 (2)式收敛

性定理的另外一种表述及更简洁的证明 , 并分析

(2)式的计算效率 , 与 New ton进行比较 。
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1　收敛性 、 收敛阶的讨论

在 (2)式两边同时减去 r i , 可将 (2)式改

写成
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其中 μ=min
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{μi}, n 为多项式次数 。
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其中 q仍由 (9)式确定 。

因此由数学归纳法知在定理 1的条件下 , (12)

式总成立 。由 (12)式即得 h
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(2)式的收敛阶至少为 3。

2　效率分析与数值实例

把 (2)式右端第二项的分母变成 1 即得求重

根的 New ton迭代法 , 即
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当迭代初值 x
(0)
i 足够接近 r i 时 , New ton 迭代

法是 2阶收敛的
[ 7]
。

下面简单地分析一下本文讨论的迭代式 (2)

和上述 New ton迭代法的计算效率 。考虑每迭代一

步的计算量时 , 忽略加减运算而只统计乘除运算的

次数 。结合各迭代法的收敛阶 , 则 New ton 迭代法

的效率 e1 =
ln2

2 n-1
;本文讨论的迭代式 (2)的效

率为 e2=
ln3

2n +m -1
。比较知:
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结论 1:当多项式 (1)的根全为单根时 , 若 n ≤

3 , 则 e1>e2;若 n≥4 , 则 e2>e1 。

结论 2:当多项式 (1)的根不全为单根时 , 则总

是 e2>e1 。

下面报告实际利用本文 (2)式和 New ton 迭

代法即 (13)式求解 7次多项式 x
7+x

5-10 x
4 -

x
3
-x +10 的零点的数值结果 。这个多项式零点

的精确值是 r1=2 , r2 , 3=±1 , r4 , 5=±i , r6 ,7 =
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1.1-1.8i。编程用 MATLAB 语言 , 精度要求为
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。

用 (2)式只需 3 步迭代 , 所求零点全部都达

到精度要求 , 数值结果见表 1;用 New ton 迭代法

(13)式时需 6步迭代 , 所求零点全部达到精度要

求 , 在表 2中只列出了 New ton迭代法前 3步的结

果。对比表 1和表 2中的值可知 (2)式收敛更快 。
表 1　利用 (2)式的数值计算结果

Table 1　The numerical resul ts of the iterative formula(2)

第 1步

x(1)1 =1.993 451 778 690 92-0.007 287 382 904 64i

x(1)2 =1.002 330 679 450 63-0.002 935 198 808 68i

x(1)3 =-0.988 507 307 381 19+0.005 820 018 431 58i

x(1)4 =-0.004 671 950 858 00+0.999 835 590 268 58i

x(1)5 =0.001 991 257 097 17-0.995 882 713 259 27i

x(1)6 =-0.999 276 321 637 85+1.999 689 973 841 63i

x(1)7 =-0.999 954 751 699 68-2.000 134 860 190 83i

第 2步

x(2)1 =1.999 999 770 164 47-0.000 000 420 073 15i

x(2)2 =1.000 000 039 922 60+0.000 000 063 485 60i

x(2)3 =-0.999 999 305 719 22-0.000 000 027 105 85i

x(2)4 =0.000 000 006 894 22+1.000 000 014 871 22i

x(2)5 =-0.000 000 000 620 27-0.999 999 997 652 96i

x(2)6 =-1.000 000 000 002 49+1.999 999 999 995 06i

x(2)7 =-1.000 000 000 000 00-2.000 000 000 000 00i

第 3步

x(3)1 =2.000 000 000 000 00-0.000 000 000 000 00i

x(3)2 =1.000 000 000 000 00+0.000 000 000 000 00i

x(3)3 =-1.000 000 000 000 00+0.000 000 000 000 00i

x(3)4 =0.000 000 000 000 00+1.000 000 000 000 00i

x(3)5 =0.000 000 000 000 00-1.000 000 000 000 00i

x(3)6 =-1.000 000 000 000 00+2.000 000 000 000 00i

x(3)7 =-1.000 000 000 000 00-2.000 000 000 000 00i

表 2　利用 New ton法的数值计算结果 (前 3步)

Table 2　The numerical results of Newton method(the first 3 steps)

第 1步

x(1)1 =2.063 921 439 433 44

x(1)2 =1.025 409 742 995 52+0.018 708 409 060 03i

x(1)3 =-1.052 342 548 784 33+0.125 303 854 188 67i

x(1)4 =0.034 795 470 284 14+1.046 724 666 308 63i

x(1)5 =0.091 855 944 403 41-1.051 595 603 635 75i

x(1)6 =-1.030 195 810 908 23+2.063 767 122 683 98i

x(1)7 =-0.881 422 463 206 63-1.938 114 462 413 25i

第 2步

x(2)1 =2.008 834 190 942 69

x(2)2 =1.000 317 206 459 34+0.000 885 112 340 87i

x(2)3 =-0.983 403 714 981 90+0.025 456 633 858 41i

x(2)4 =0.004 257 301 080 62+1.002 238 436 026 91i

x(2)5 =0.015 101 025 661 26-0.995 818 832 484 05i

x(2)6 =-1.003 582 831 840 66+2.008 682 068 930 77i

x(2)7 =-1.051 161 428 050 89-1.980 563 400 666 23i

第 3步

x(3)1 =2.000 197 049 943 97

x(3)2 =0.999 999 318 802 00+0.000 000 562 484 16i

x(3)3 =-0.999 224 664 872 40-0.001 560 176 904 36i

x(3)4 =0.000 031 241 815 41+0.999 984 407 546 05i

x(3)5 =-0.000 140 683 721 79-0.999 652 270 923 95i

x(3)6 =-1.000 053 254 584 45+2.000 184 780 132 78i

x(3)7 =-0.999 455 820 437 42-1.993 542 924 909 76i

　　顺便指出 , 收敛性定理 1中要求的条件即迭代

初值都满足只是一个保证收敛的充分条件 , 更精细

的估计将在今后讨论。
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