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不连续条件下二阶常微分方程终值问题解的存在性
*

俞亚娟1,滕兴虎2

(1灡常州大学 数理学院,江苏 常州213164;2灡中国人民解放军理工大学 理学院,江苏 南京211101)

摘要:讨论了Banach空间中无穷区间上不具连续性条件的二阶常微分方程终值问题解的存在性。在函数不具连续性的条件下,

利用上下解方法,证明了二阶常微分方程至少存在两个解。最后给出一个例子说明主要结果的可行性。

关键词:锥;半序;上下解;终值问题

中图分类号:O175灡8暋暋暋暋文献标识码:A

ExistenceoftheSolutiontotheTerminalValueProblemsforSecond
OrderDifferentialEquationswithDiscontinuousCondition
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Abstract:TheterminalvalueproblemsoninfiniteintervalinBanachspacesforsecondorderdifferentiale灢
quationswithdiscontinuousconditionareinvestigated.Usingthemethodoftheupperandlowersolution,

itisprovedthatthesecondorderdifferentialequationshaveatleasttwosolutionsunderdiscontinuouscon灢
dition.Anexampleisgiventoillustratethefeasibilityofthemainresult.
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1暋预备知识

常微分方程是数学中一个古老而又重要的分

支,它在自然科学和工程中有着广泛的应用。文献

[1]讨论了方程右端函数连续时的一阶微分方程的

终值问题,文献 [2-5]讨论了Banach空间中一

阶,二阶微分方程的终值问题,但都要求方程右端

函数是连续的。而在大多数实际应用中,函数的连

续性很难满足。本文在方程右端函数不连续的条件

下,应用上下解方法给出终值问题 (1)的解的存

在性,最后给出一个应用。

u曞 (t)=f (t,u (t)),t暿R+

u (+曓)=u曓 ,u曚 (+曓){ =0
(1)

记Lp (R+ ,R)= {x (t)暶x (t)可测且

曇+曓
0 |x (t)|pdt<+曓},任意x暿Lp (R+ ,

R),定义暚x暚Lp = (曇+曓
0 |x (t)|pdt)1/p,则

Lp (R+ ,R)在此范数下是Banach空间,且1<p
<+曓时,Lp (R+ ,R)是自反空间。

记LC2 (R+ ,R)= {x (t)暶x (t)暿C2

(R+ ,R),lim
t曻+曓

x (t)=x曓 ,lim
t曻+曓

x曚 (t)=0},
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任意x暿LC2 (R+ ,R),定义暚x暚LC2 =sup
t暿R+

|x

(t)|,则LC2 (R+ ,R)在范数暚x暚LC2 下也是

Banach空间。记

P= {x (t)暿Lp (R+ ,R)暶x (t)曑0,t暿
R+ },

P1= {x (t)暿LC2 (R+ ,R)暶x (t)曑0,炐t
暿R+ },
则P 及P1 分别为Lp (R+ ,R)及LC2 (R+ ,R)
的锥,且锥P 和锥P1 导入的半序与通常的自然半

序是一致的。
定义1:设P 是Banach空间E 的锥,若存在常数

N>0,当毴曑x曑y (毴为E 的零元)有暚x暚曑N
暚y暚,则称P 是正规锥,其中 N 称为P 的正规

常数。
引理2[6]:设P 是E 中的一个锥,则下列结论相互

等价:栙P 是正规锥;栚存在E 上的等价范数暚
·暚1 满足毴曑x曑y时有暚x暚1曑暚y暚1,即范数

暚·暚1 是单调的;栛任何序区间 [x,y]= {z
暿E,x曑z曑y}有界。

注:有关锥的更详细的内容参见文献 [6]。
定理 3:P 及 P1 分 别 为 Lp (R+ ,R)及 LC2

(R+ ,R)的正规锥。
证:由暚x暚Lp

及暚x暚LC2 的定义可知,范数暚·

暚Lp
及范数暚·暚LC2均为单调的,由引理2得证。

定义4:设v0 (t),氊0 (t)暿LC2 (R+ ,R),若

v曞0 (t)曑f (t,v0 (t)),0曑v曚0 (+曓),

v0 (+曓)曑u曓

氊曞0 (t)曒f (t,氊0 (t)),0曒氊曚0 (+曓),

氊0 (+曓)曒u曓

则称v0 (t),氊0 (t)是初值问题 (1)的下解和上

解。
引理5[1]:设E 是半序Banach空间,x0,y0暿E,

x0曑y0,D= [x0,y0],A暶D曻E 是一个算子,
设存在另一个半序Banach空间E1 及算子B暶D曻
E1 和算子C暶 [Bx0,By0]曻E 使得A=CB 满

足下列条件:栙B 和C 都是增算子;栚x0 是A 的

下解 (即x0 曑Ax0),y0 是 A 的上解 (即y0 曒
Ay0);栛P1 是E1 中的正规锥,B (D)是E1 中

的相对弱列紧集;则A 在D 中必有最小不动点x
和最大不动点y (即x,y,z 均是A 的不动点,
则有x曑y曑z)。
引理6[1]:设E 是自反空间,P 是正规锥,M 是E
中的全序集,则M 相对弱列紧当且仅当M 是有界

集。

2暋主要结果

定理7:设下列条件成立:栙存在v0 (t),

氊0 (t)暿LC2 (R+ ,R),使得v0 (t),氊0 (t)分

别是初值问题 (1)的下解和上解,且对所有t暿
R+ ,有v0 (t)曑氊0 (t);栚若v0 (t)曑y (t)曑
x (t)曑氊0 (t),有f (t,x)-f (t,y)曒0;

栛存在p>1,使得算子F (u)=暶f (t,u (t))
映

D= {u暿LC2 (R+ ,R)暶v0 (t)曑u (t)曑氊0

(t),t暿R+ }入Lp (R+ ,R);则初值问题 (1)
在D 中有最小解和最大解。
证:显然,初值问题 (1)的解等价于在D 中求下

列非线性积分方程的解:

h(t)=u曓 -曇
+曓

t
(t-s)f(s,h(s))ds (2)

令

A(h)=u曓 -曇
+曓

t
(t-s)f(s,h(s))ds (3)

定义D 上的算子B:

B (h)=f (t,h (t)),h暿D。
由条 件 (2)及 条 件 (3),有 B暶D 曻Lp

(R+ ,R)为增算子,故B (D)= [Bv0,B氊0]。

P1 是正规锥,从而B (D)有界,又Lp (R+ ,R)
自反,由引理6,B (D)是E1 中的相对弱列紧

集。再定义Lp (R+ ,R)上的算子C:

C(u)=u曓 -曇
+曓

t
(t-s)u(s)ds,

u暿Lp (R+ ,R) (4)
则C暶Lp (R+ ,R)曻LC2 (R+ ,R)。对任意u1

(t),u2 (t)暿Lp (R+ ,R),且u1 (t)曑u2 (t)
有

C(u1)-C(u2)=曇
+曓

t
(t-s)u1(s)ds-

曇
+曓

t
(t-s)u2(s)ds=

曇
+曓

t
(t-s)[u1(s)-u2(s)]ds曑0

即C (u1)曑C (u2),故C是增算子,且有A (h)

=CB (h)。
在引理 5 中取 E=LC2 (R+ ,R),E1 =Lp

(R+ ,R),P,P1 为E 和E1 的锥。
下证v0曑Av0,A氊0曑氊0,记v1=Av0=

u曓 -曇
+曓

t
(t-s)f(s,v0(s))ds,则
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v曚1 (t)= -曇
+曓

t
f(s,v0(s))ds,

v曞1 (t)=f (t,v0 (t))。
记m (t)=v1 (t)-v0 (t),则

m (+曓)=v1 (+曓)-v0 (+曓)=0,且

m曚 (t)= -曇
+曓

t
f(s,v0(s))ds-v曚0(t),

m曚 (+曓)=-v曚0 (+曓)曑0,m曞 (t)=f (t,

v0 (t))-v曞0 (t)曒0,,从而m曚 (t)单调递增,
又m曚 (+曓)曑0,故m曚 (t)曑0,即m (t)单

调递减。又m (+曓)=v1 (+曓)-v0 (+曓)

=0,从而m (t)曒0,故得v0 (t)曑v1 (t),即

v0 (t)曑Av0 (t)。同理可证

A氊0 (t)曑氊0 (t),再由引理5可知,初值问题

(1)在D 中必有最小解和最大解。
注:定理中对f (t,x)没有假定任何连续性

条件,但给出初值问题 (1)有最大和最小连续解。

3暋应暋用

讨论下面终值问题

u曞 (t)=e-2t (u+3arctanu),t暿R+

u (+曓)=0,u曚 (+曓){ =0
(5)

结论:问题 (5)至少有一个非零解。
证明:显然u (t)=0是 (5)式的解。此时,有

f (t,u)=e-2t (u+3arctanu)。取

v0 (t)=0,氊0 (t)=e-2t,则

v曞0 (t)=0=f (t,v0 (t)),v曚0 (+曓)=0,

v曞0 (+曓)=0,

f (t,e-2t)=e-2t (e-2t+3arctane-2t)曑
4e-2t=氊曞0 (t),

氊曚0 (+曓)=0,氊曞0 (+曓)=0,从而

v0 (t)=0,氊0 (t)=e-2t是问题 (5)的上解和

下解,从而定理7的条件栙满足;由于e-2t暿L2

(R+ ,R),从而定理7的条件栛满足;定理7的条

件栚显然成立。再由定理7得问题 (5)至少有一

个非零解。
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