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摘要:最短路算法在交通,通信等领域有非常重要的应用,许多网络问题都可以归结为一个最短路问题．Dijkstra最短路算法是

一个非常有效的算法,在计算网络中某一个顶点到其他各顶点的最短路时,如果引入 Fibonacci堆,则 Dijkstra算法运行所需要

的加法及比较次数大致为O (m＋nlogn),其中,m,n 分别为网络的边数和顶点数．但由于在算法执行过程中,对Fibonacci堆

的操作也有一定的代价.本文根据大型稀疏网络的特点,对 Dijkstra最短路算法提出了一些非常简单的,但是非常有用的改进,

并由此得到一个针对大型稀疏网络的 Dijkstra最短路算法,该算法不需要构造Fibonacci堆,并且算法在运行时也只需要加法与

比较,其所需要加法和比较的次数为O (m＋nlog (n!)),其中D 为网络中与顶点相关联边数的最大值．对于大型稀疏网络,

如公路交通网络,D 通常比较小,因此,所给算法对这类网络是非常有效的．
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Abstract:Shortestpathalgorithm hasmanyimportantapplicationsintransportation,communications,

etc．Manyproblemsarisingfromsuchnetworksmaycomedowntoashortestpathproblems．OnanetＧ
workwithnonnegative－lengthedges,Dijkstra＇sshortestpathalgorithmcomputessingle－sourceshortest
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１　Dijkstra最短路算法简介

假设用一个赋权的有向图 G＝ (V,E,Φ)
来表示网络,其中V 是网络中所有顶点所成非空点

集,E 为所有边所成非空集,Φ 是从集合E 到非负

实数的一个映射.设图G＝ (V,E,Φ)的边数为

m 个,顶点数为n 个,下面用字母u,v,ui等表

示网络图中的顶点,对起点为u 终点为v 的边e用

e＝uv 表示,相应的长度用Φ (uv)表示.为了方

便表示,用neighbour (u)表示图中与顶点u 相连

的所有顶点所成集合.对于任意给定的起点s,DiＧ
jkstra最短路算法[１]给出了从起点s出发到图中其

他各点的最短路.但关于 Dijkstra最短路算法的研

究一直得到研究领域的长期重视[２－５].下面给出的

算法１是Dijkstra最短路算法的一个改进算法[２].
算法１

改进的 Dijkstra最短路算法

step１:令l (s)＝０;对所有的v≠s,l (v)

＝∞;S＝ {s},􀭺S＝V－S;u０＝s,i＝０．

step２:更新l (v)以及集合S,􀭺S􀆰
(１)对每个v∈􀭺S∩neighbor (ui),计算

　　l (v)＝min {l (v),l (ui)＋Φ (ui

v)}
(２)计算 minv∈􀭺S {l (v)},并设在顶点ui＋１

达到极小.
(３)令S:＝S∪ {ui＋１},􀭺S:＝􀭺S－ {ui＋１}

step３:如果i＝n－１,停止;否则,i:＝i＋
１,转step２.

上述算法的瓶颈在于计算 minv∈􀭺S {l (v)}.

一个最原始的做法是将􀭺S 中的每个顶点对应的l
(v)与其他顶点的比较,这样需要大概O (n２)次

比较.如果引入数据结构 Fibonacci堆,文章 [３]
表明:相应的 最 短 路 算 法 的 运 算 量 为 O (m ＋
nlogn).下面我们根据一些特殊网络,如公路交通

网络,稀疏的特点,给出一个针对稀疏网络的DijkＧ
stra最短路算法,算法简单,容易实现.该算法在

运行时同样仅需要加法和比较,且加法和比较的次

数为O (m＋Dlog (n!)),其中D 为网络中与顶

点相关联边数的最大值.新的算法不需要引入 FiＧ
bonacci堆.

２　Dijkstra最短路算法及改进

在这一节里,为了比较容易掌握上述算法思

想,先给出一个针对稀疏网络的 Dijkstra型最短路

算法[６],然后给出其改进算法,最后给出算法的一

些实现技巧和分析结果.
算法２

针对稀疏网络的Dijkstra型最短路算法

step１:令l (s)＝０;对所有的v≠s,l (v)

＝∞;
将数表l按升序排列 (仅仅需要将l (s)放

在数表l的第一个位子上即可).
令S＝ {s},􀭺S＝V－S;low ０＝２;u０＝s,i

＝０
step２:更新l (v)以及集合S,􀭺S,并将数

表l排序.
(１)forv∈􀭺S∩neighbor (ui),do
　　ifl (v)＞l (ui)＋ϕ (uiv)

　　　　l (v)＝l (ui)＋ϕ (uiv)

１)用highi
v记录l (v)在数表l中的位子.

２)将l (v)插 入 到 数 表l 的 位 子lowi 和

highi
v之间,使数表l按升序排列.

　　endif
　　endfor
(２)令ui＋１为数表l位子lowi上元素所对应

的顶点.
(３)令S:＝S∪ {ui＋１},􀭺S:＝􀭺S－ {ui＋１},

lowi＋１＝lowi＋１.

step３:如果i＝n－１,停止;否则,i:＝i＋
１,转step２.

容易看出,算法２与算法１ 的区别在于计算

minv∈􀭺S {l (v)}的方法不同,因此,算法２在算

法１的条件下,同样能够获得从顶点s到其他各点

的最短路.
另外,在应用上述算法２处理大型稀疏网络最

短路问题时,发现数表l中的元素在算法开始的一

段运行时间内通常大部分元素保持不变仍是无穷,
因此,在算法２对数表l进行排序时,实际上有许

多元素的位子不需要调整,每一步仅仅需要在一个

相对小些的范围内把l (v)重新插入数表l中,以

保证数表l能够按升序排列.据此考虑,将算法２
进行改进,并由此得到算法３.
算法３

针对稀疏网络最短路算法的改进

step１:令l (s)＝０;对所有的v≠s,l (v)

＝∞,
令S＝ {s},􀭺S＝V－S ,

N＝Null为空集,
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num_N＝０ (num_N 用来记录集合N 中的

元素个数)

low０＝１,u０＝s,i＝０

step２:更新l (v)以及集合S,􀭺S,并将数

表l排序.
(１)forv∈􀭺S∩neighbor (ui),do
　　ifl (v)＞l (ui)＋ϕ (uiv)

　　　l (v)＝l (ui)＋ϕ (uiv)

　　　ifv∉N
　　 　　N:＝N∪ {v},

　　　 　num_N＝num_N＋１
　　 　　highi

v＝num_N
　 　　else
highi

v等于l (v)在数表l 中所在位子的大

小,把数表 {l (u),u ∈N}按升序排列后的数

表记为l .

　　　endif
将l (v)插入到数表l的位子lowi和highi

v

之间,使数表l按升序排列.

　　endif
　endfor
(２)令ui＋１为数表l位子lowi上元素所对应的

顶点.
(３)令S:＝S∪ {ui＋１},􀭺S:＝􀭺S－ {ui＋１}

,lowi＋１＝lowi＋１.

step３:如果i＝n－１,停止;否则,i:＝i＋
１,转step２.

需要再提一下的是,算法３仅仅是将算法２中

的排序过程简化了.与算法２不同的是,算法３把

不需要调整排列次序的元素没有放到数表l中,从

而降低了排序的工作量,数值试验表明,算法３所

需的排序工作量大致是算法２的一半.
为了能进一步说明算法３是一个对于稀疏网络

有效的算法,先给出上述算法３实现时用到的技

巧,然后再给出算法的一些分析结果.

３　算法实现技巧与分析

３􀆰１　算法的实现技巧

算法３的实现关键是要适当处理好其step２中

插入一步,为此,引入一个n 维向量step_size,其

分量step_size (i)由下面的过程１给出.
过程１

step１:令i＝１,step_size (i)＝０,j＝０.

step２:Whilei＜n－１
　　　　　j:＝j＋１
　　　　　i:＝i＋１
　　　　　step_size (i)＝j
　　　　　i:＝i＋１
　　　 　　step_size (i)＝j
　endwhile
step３:ifi＝n－１
　　 　　j:＝j＋１
　　 　　i:＝i＋１
　　 　　step_size (i)＝j
　 　　endif
若n＝８,则由上述过程容易得到:step_size

＝ (０,１,１,２,２,３,３,４).
注意到,对于不同的两个正整数n１,n２,若n１

＜n２,则它们所对应的两个向量step_size的前面

n１个分量对应相等;下面将会看到:算法３执行

时,所引入的向量step_size并不改变.因此,从

这个意思上看,完全可以在算法运行之前预先给出

向量step_size,并保证其维数不小于所考虑的网

络的顶点数n,这样可以达到在计算过程中节省计

算step_size的时间.
在得到向量step_size的基础上,可以通过下

述过程２实现算法３中其step２中插入一步,即将

l (v)重新插入到数表l的位子lowi和highi
v之

间,使数表l按升序排列.
过程２

step１:初 始 化.令 bottom＝lowi,top＝
highi

v－１;向量entry∈Rn,且

　　fori＝lowitohighi
v

　　　entry (i)＝l (i),

　　endfor
step２:寻找l (v)在数表l中的合适位子.

　　ifentry (highi
v)≥entry (top)

转到step４
　　else
　　　length＝top－bottom
　　　whilelength＞１
　　 　mid:＝bottom＋step_size (length)

　　　　　ifl (v)＜entry (mid)

　　　　　　top:＝mid
　　　　　else
　　　　　　bottom:＝mid
　　　　　endif
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　　　　length:＝top－bottom
　 　　endwhile
　　　ifl (v)＜entry (bottom)

　　 　　location＝bottom
　　　else
　　 　location＝top
　　　endif
　　endif
step３:将l (v)插入到数表的位子location

处 (为了保证数表中插入l (v)的能空出来,必须

先将数表l中的一些元素下移).

　forj＝highi
vtolocation＋１

　　entry (j):＝entry (j－１)

　endfor
　entry (location)＝l (v)

　fori＝locationtohighi
v

　　l (i)＝entry (i)

　endfor
step４:输出已经排序的数表l
值得说明的是,过程２用了类似二分搜索的技

巧来确定l (v)的插入位置..从过程２中,可以

看到引入向量step_size的目的在于避免通常的二

分搜索中的除法运算,并保证过程２需要的比较次

数与通常的二分搜索几乎一样.

３􀆰２　算法分析

在给出上述算法实现技巧的基础上,可以给出

与算法３有关的几个分析结果.
命题１　利用过程１和过程２将l (v)插入到数表

l的位子lowi和highi
v之间,使数表l按升序排列

所需要的加法次数和比较次数为O (log (highi
v－

lowi)).
证明:

由过程１知道,过程２中的变量 mid＝bottom
＋step_size (top－bottom)差不多是以 bottom
为起始位子,top为终点位子的数表的中间位子,
因此,通过一次比较就可以将l (v)的位子范围缩

小几乎一半.类似二分搜索方法,得到将l (v)插

入到数表l的位子lowi和highi
v之间,使数表l 按

升序排列所需要的加法次数和比较次数为 O (log
(highi

v－lowi)).
命题２　假设D 为网络中与顶点相关联边数的最大

值,那么算法３或２在利用过程１和过程２的基础

上求得从顶点出发到网络其它各顶点的最短路所需

加法和比较的次数为O (m＋Dlog (n!)).
证明:

由命题１及算法２和算法３容易得到从顶点s
出发到网络其他各顶点的最短路所需加法和比较的

次数为

O (m ＋ ∑
n－１

i＝０
∑

v∈􀭺S ∩neighbor(ui)
O (log (highi

v －

lowi))) (１)
利用

log (highi
v－lowi)≤log (n－i) (２)

可以得到

∑
n－１

i＝０
∑

v∈􀭺S ∩neighbor(ui)
log (highi

v－lowi)≤

∑
n－１

i＝０
D max

v∈􀭺S ∩neighbor(ui)
{log (highi

v－lowi)}≤

∑
n－１

i＝０
Dlog (n－i)＝Dlog (n!) (３)

将 (３)式代入 (１)式即可得到命题的结论.
值得说明的是:由于算法３是在算法２的基础

上,将不需要调整排列次序的元素没有放到其数表

l中,因此,对于算法３而言,上述证明过程中用到

的不等式 (２)是很保守的,对于大型问题,算法

３在执行过程中多数情形满足log (highi
v－lowi)

远小于log (n－i).

４　数值试验

考虑到算法的运行时间不仅仅与计算机的性能

有关,而且与所使用的计算机语言有关,因此,在

数值试验报告中不准备报告算法运行的 CPU 时

间,而根据算法工作量的特点,给出算法运行过程

中所需要的加法次数与比较次数的和T 与数m＋
Dlog (n!)的比值Ratio.即

Ratio＝T/ (m＋Dlog (n!))
其中,T 为算法运行过程中所需要的加法次数与比

较次数的和 (如前所考虑,这里不包括产生向量

step_size的计算量).
显然Ratio的大小是一个直接反映算法好坏的

重要指标.
例１　设所考虑的网络的顶点有n 个,分别以顶点

１,２,􀆺,n 表示.对任意的１≤i＜n,顶点i与顶

点i＋１有边相连;同时顶点i与顶点i＋ji有边相

连,其中ji在２,３,􀆺,λ 中随机取值且满足i＋

ji≤n.在这个试验中,取s＝１,λ＝３０,所有边的

长度在区间 [０,５００]上均匀地随机取值,D 的大

小由所产生的网络确定.下面就n＝１００００,１１
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０００,􀆺,２１０００分别进行试验,表１给出了试验

报告.
表１　边数较少情形的网络试验报告

Table１　Networktestreportoffeweredges

网络的顶点数n 网络的边数 m Ratio
１００００ １９９８６ ０􀆰３８４８
１１０００ ２１９８５ ０􀆰３７７３
１２０００ ２３９８９ ０􀆰３７２０
１３０００ ２５９８５ ０􀆰３３７５
１４０００ ２７９８５ ０􀆰３２７３
１５０００ ２９９８２ ０􀆰３６６０
１６０００ ３１９７８ ０􀆰３５６７
１７０００ ３３９８４ ０􀆰３２０１
１８０００ ３５９８３ ０􀆰３５９８
１９０００ ３７９８３ ０􀆰３２２７
２００００ ３９９８４ ０􀆰３５３１
２１０００ ４１９８５ ０􀆰３４４４

例２　与例１类似,仍设所考虑的网络的顶点有n
个,分别以顶点１,２,􀆺,n 表示.对任意的１≤i
＜n,顶点i与顶点i＋１有边相连;同时顶点i与

顶点i＋ji１有边相连,其中ji１在２,３,􀆺,λ１中

随机取值且满足i＋ji１≤n,并且顶点i与顶点i＋
ji１＋ji２也有边相连,其中ji２在１,２,􀆺,λ ２中

随机取值且满足i＋ji１＋ji２≤n .在这个试验中,
取s＝１,λ １＝３０,λ ２ ＝２０所有边的长度在区间

[０,５００]上均匀地随机取值,D 的大小由所产生

的网络确定.下面就n＝１００００,１１０００,􀆺,２１
０００分别进行试验,表２给出了试验报告.

表２　边数较多情形的网络试验报告

Table２　Networktestreportofmoreedges

网络的顶点数n 网络的边数 m Ratio
１００００ ２９９６４ ０􀆰４５８５
１１０００ ３２９５６ ０􀆰４１６３
１２０００ ３５９５２ ０􀆰４１６０
１３０００ ３８９５５ ０􀆰３８６７
１４０００ ４１９６１ ０􀆰４０５１
１５０００ ４４９６１ ０􀆰３９９８
１６０００ ４７９５５ ０􀆰４３２１
１７０００ ５０９５８ ０􀆰３９２９
１８０００ ５３９５６ ０􀆰３９６６
１９０００ ５６９６３ ０􀆰３８８２
２００００ ５９９５７ ０􀆰３９３２
２１０００ ６２９５８ ０􀆰３６４６

　　此外,进行多次模拟试验表明,算法３对于大

型稀疏网络 (D 不太大的情况)都有比较好的计

算效果,能够比较好的处理大型稀疏网络的最短路

问题.因此,算法３在一些应用问题上,如公路交

通问题[７]等,有比较好的针对性.
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