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算子法在聚合反应动力学中的应用

李 国 莹

摘 要

本文介绍处理泵合反应动力学问题的一种数学方法— 葬子法
。

给 出 了常用公

式和求解程序
,

并作 了实例分析
。

引 言

继生成函数法
,

统计法
,

图形法之后
,

用算子法处理聚合反 应 动 力 学 间 题 也 已 见

效
〔“ J , ` 3 ’ ,

本文结合实例介绍算子法在该领域中的应用
。
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中 ( D) = a。
D

n
+ a,

D
n 一 ` + … … + a 。

其中

的解
,

。
;

id , _ 二
,

。
、 . 。

、 , * , , .’

一 ~ 一 ~ 一
, ` . , ,

一
_

~
曰

`

“ d王「 和 甲田
夕翔为玫1王异丁

“ 又“朱 y p

是似分万性

中 ( D ) y = R ( x ) ( 1
,

1 )

我们定义其逆算子

〔中( D ) 〕
一 `

R ( x ) = y
p

( 1
,

2 )

〔中 ( D ) 〕“ `

实际上建立的是 R ( x) 与 ( l ,

1) 的解集 { y
p

} 之间的对应
,

在允许相差齐次方

程中 ( D ) y 二 O的一个解的意义下
,

可 以认为 { y p

} 中的函数是
“

等同
”

的
,

所 以 ( 1 ,

2) 中就用

y 。

代表了 { y p

}
。

所谓算子法就是根据聚合反应动力学方程组的特点
,

运用逆算子 〔中( D ) 〕
一 `

的一些运算技巧和公式
,

直接得到方程组解的一般表达式
。

二
、

关于〔中( D ) 〕一 `
的几个公式

(一 ) 一般公式

文献〔 5 〕曾提到以下几个一般公式
:

-

--1 一
。 b二 _

小 ( b )
- 当 中 ( b )钾 0 ( 2

,

1 )

杯东
、

, “ , b()
二 …

=
中

`卜 ” ( b ) = 0,

中
` “ ’ ( b ) 尧 0 ( 2 , 2 )

了..,.,Z、J̀万,l

一一
又b

e
一、J

、、尹

D
了̀、

搜

甲产
.

ó

2
.

〔中( D ) 〕
一 ’ e b 1

F ( x ) 二 e b l 〔中( D + b ) 〕
一 ’

F ( x )

3
.

〔中( D ) 〕一 ` x nr = ( C
。 + C

:
D + … + C 二 D m ) x m ,

(中 ( 0 ) 钾 0 )

( 2 , 3 )

( 2 , 4 )

其中m 为正整数
,

c
。 ,

c
, … c 二

是傲、 在
x = 。 处 T ay l。 r

展式的系数
。

丫 、 人 户

公式的正确性可利用 中 ( D )的下列性质直接验证
。

k

1
。

中( D ) ( x k e b l

) 二 习
1一、 l , , k

号升中
` ” `b , e” ’

中( D ) 〔 e b工 G ( x )〕 二 e b l

中( D + b ) G ( x )

3
。

如果 中 ( D ) = 艺 a n一 J D j ,
f ( D ) =

J
二 o

k

艺
j 暇 。

C J D j ,

则

, ` D , “ D , · k 一

产
。

(
J

含
。

一
C l一

)
一

牛仁 x k 一 ’

关于 中 ( D ) 的这些性质用 L ie b in z
公式是不难得到的

。

(二 ) 具体公式

求解聚合反应动力学方程时常用的几个具体公式为
:



第 2 期 李国莹
:
算子法在采合反应动力学中的应 用 4 1

( 1) 当 b粉 b ` ( K == 0
, 1 ,

2
,

…
,

m ) 时

〔五 `D + b
k

,〕
一 ` · - 。· =

一 / fl ( b k一 b ) ( 2 , 5 )

特别当 b
。 = b

: 二 … , b m钾 b 时

〔 ( D + b
。

) m 〕
一 ’ e一 b l 二 e 一 b l

/ ( b
。 一 b ) ,

( 2 ) 〔 ( D + b )
’ 〕

一 ’ e 一卜: == e 一 b l x ,

/ i x

( 3 ) 当 b : 钾 b :

( 2 , 5 ) .

( 2 ,
6 )

〔 ( D + b l )
’
〕
一 ’

{ x . e 一 b : 工

} =
e 一 b 名二

( b : 一 b : )
’ 户

( 一 1 ) ,

(
` +

{
一 ’

)
( b

: 一 b
:

) J

s ! x 卜 J

(
s 一 j ) I

( 2
, 7 )

证明
:

记 中( D ) = fl ( D + b :
)

,

因 中 ( 一 b ) 粉 o ,
故由 ( 2 , 1 ) 式即得 ( 2

, 5 ) 式
。

记 中 ( D ) = ( D + b )
` ,

因 中 ( 一 b ) == … == 中
` ’ 一 ` ’

( 一 b ) 二 o ,
中

` ” ( 一 b ) = i ! 粉 0
,

故由

( 2
。 2 ) 式即得 ( 2 ,

6 ) 式
。

记 中( D )
= ( D + b

:

)
’ ,

f ( D ) =
中 ( D 一 b

:
) = ( D 一 b

: + b
:

)
’ ,

则由 ( 2
,

3 ) 知

〔中( D )〕
一 ’

{ x , 。 一 b : 二

} = e 一 b : 1

〔中( D 一 b : ) 〕
一 ’ x . = e 一 b t l

〔 f ( D ) 〕
一 ` x 一

( 2
,
8 )

由 ( 2
, 4 ) 知

〔 : ( D ) 〕
一 , 二一 夕e , D j 二一 夕e ,

一

斗茎共牛
j一 1一 0 叹 5 一 J l l

( 2
,

9 )

这里

c , =

贵 〔
~

了
六了 ]

` ”

}
: 一 。 = ` 一 ` ,’

(
` +

{
一 `

)
` b

l 一 b
Z
,
一 ’一

把 ( 2
,

9 ) 代入 ( 2
,

8 ) 后即可得到公式 ( 2 ,
7 )

。

三
、

求解的基本步骤

先看一个简单的例子
,

其实际背景可参见文献 〔4〕
。

已知 y ` 二 p 。 。 一 “ , ` 十 p : e 一” , ` 十 p : e 一 “ ` ’ ,

求解微分方程组
:

( D + b
。

) y
。 = y 。 一 : ,

y 。

}
: 一 。 = 0 ( n > : ) ( 3

.

1 )

其中 p 。 + p , + p : = o
,

b
, ` b

。
( i = 1

,
2 )

。

解
: y u = ( D + b

。

)
一 ` y n 一 : + e

。 e 一 b o x

= 以 D + b
。

)
’
〕
一 ’ y n 一 : + C

U 一 :
( D + b

。
)
一 主 e 一 b o ` + C

。

?
一 b . t

= 〔 ( D + b
。

)
” 一 1〕

一 ’ y : + 艺 C
n 一 : 〔 ( D + b

。

)
’
〕
一 ’ e 一 b 。 二

利用 ( 2 , 5 ) .
和 ( 2 ,

6 ) 算出
:
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〔 (D + b
。

)
“ 一 `〕

一 ’ y: =
P o已 一 b o l

(n一 1 ) 又

、 p l e一、 i二 上 p z e一 b l l
_

.

「 一 几飞
~

~

-
石 -一二代二 - -屯 ~, 厂 一 弋与产, ~ -一 , 犷~ ~ t 气二 ,了 1尸

( 0 0 一 协 l ) “ 一 `

( 心
。 一 n l ) “ 一

`

以及

〔 ( D + b
。

) ’ 〕
一 ` e 一 b o , =

x 盆 e 一 b 一笼

i !

故

卜艺卜
y . =

-

P o x 卜 l e 一 b . 二

( n 一 1) I

P l e 一 b 一二

( b
。 一 b l )

“ 一 1

上 p : e 一 b , 1 二

〕「 一寸 云一 一
~

-
~` ~ 一二厂二了~ 一`一 .

( b o 一 b : )皿一
蕊

C卜 :
盆 l e 一卜 0 1

i !

( 3
, 2 )

同理
,
当

n 一 k > 1时成立

y n 一 k

_ P o x 几一 k 一 l e一 b . 1 P 一 e 一 b 1 1 P : e 一 b 么 1

一 飞
n 一 k 一 1 ) I ( b

。 一 b
,
)

n 一

卜
`

( b
。 一 b : )

n 一

卜
` C

n 一
卜 l

x l e 一 b 一工

i I

利用初始条件 yu
一 :

! 卜
。 = O (

n 一 k > 1)
,

再注意到 xl = O ( 当 i今 O ) 定出常数

C
n 一 k = 一二月七

二订
, 一 +
一一共粤一

r (
n 一 k > 1)

o 一 D l 少“ ~ .

气D 。 一 D Z 户~ 一

C
。 一 , =

( b
。 一 b

:
色
L
)
’n 一 ! 一 1 认瓦玩瑟不了

`n 一 ’ > ”

C卜 .
代入 (3

,

2)
,

并利用条件 p 。 = 一 p , 一 p :
经过整理

把即

yn ·

试子命杂
、

小
-

p Z e 一 b玉
r

( b
。 一 b

:
)

n -

烹
工

一

也井型
。 一 ` ,

一 }

污:地井逛
里

。 - (、

一 } ( 3
,

3 )一
弓工

夕.矛1几

一1

显然
, 可把上述过程概括为以下基本步骤

:

( 1 ) 把 y 。

表为 〔 ( D + b
。

)
n 一 ` 〕

一 ’ y ;
与 C

n 一 :

以 D + b
.

)
, 〕

一 ’ e 一 b o ,

的和式
。

( 2 ) 用逆算子公式求出 〔 ( D + b
。

)
“ 一 ’ 〕

一 ` y : , 以及 〔 ( D + b . ) ’ 〕
一 ’ e 一卜 0 . 。

(3 ) 用初始条件确定常数 C
n 一 , ( O ` i 《 n 一 2 )

( 4) 经整理得到 y 。

的表达式
。

四
、

实 例 分 析

现在以多官能团活性聚合物分子量分布问题为例介绍算子法的应用
。

我们用 I 和M分别

代表引发剂和单体分子及其浓度
,

K
,

和 K
。

分别代表链引发和链增长反应速度常数
, 丫代表

官能团的数目
,

N盖代表已有了个链引发
,

聚合度为
“
的聚合物分子及其浓度

。

并记

X =

1:
K

·
M d “

,
D 一矗

, a =
K

」

/ K
·

I

{
二 . 。 = ,

。 ,
N ,

= N: ,
N

。 == `
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则由反应机理可列出下列动力学方程

( D +Y a
)I =0 ( 4, 1 )

〔D + l + ( Y 一 I )
a 〕 N x 二 ( Y 一 ! +

,

1 )
a N z 一 :

( Y势 l > 1 ) ( 4 , 2 )

〔D + I + (丫一 l ) a 〕 N孟= (丫一 I + z ) a N盖二; + I N二
_ :

(
n

> l ) i ) }( 4 , 3 )辛

相应的初始条件为
:

;

}
: . 。 = I

。 ,
N“

{
:

一
“ “ 》 ` ) ` , · ) ` ’

由 ( 4
,

1) 易知其解为
:

二 I
。 e 一 , , ,

( 4 , 4 )

下面说明如何用算子法对动力学方程组 ( 4
, 2 )

,

( 4 ,

3) 求解
。

(一 ) 解微分方程组 ( 4 ,

2)

首先
,

在 (4
,

2) 中令 1 = 1 , 不难得到
:

N !

一 :要 {
· - · ·· - · - 〔 ! · ( ,

一 } ( 4 , 5 )

根据算子法四个基本步骤依次推得
:

( , ) N
, 二 兰巡兰二切

一

〔中( D ) 〕
一 `

N
,

气 T 一 `户 I

+

长
’

C
: 一 k卫飞飞厂气价

’ 互〔中
、

( D , 〕一 。 一 C̀ 卜 “ , · `

一
` , · , ·

l 一 0 、 J 一 咨 l 盛

其中 中( D ) 〔 D + ( l一 k ) + (丫一 l + k ) a 〕曰nù一一

中
:

( D ) =

W
t . Q

〔 D + ( l 一 i ) + ( Y 一 l + i ) a 〕

( 2 ) 〔中( D ) 〕
一 ’ N

, =
I
。 Y a

l ! ( l 一 a )
` {

。

一
` · - 〔 1 · 〔 ·

一 }

〔中
: ( D ) 〕

一 ’ e 一 “ 一 “ 〕 + ` ’ 一 ’ + ` , “ 〕 1 二
e 一 〔 (卜 k ) + ( 丫 一之+ 飞 ) 跪 ) 二

k ! ( 1一 a )
“

、

、、声耳声Y
.

1了产

l
、、

I
JI

( 3 ) C卜
k I

。 a `一 k

=

1不花
叫

;瓜
`

名一 k

乏
! . 2

( 一 1 )
’ 一 k 一 ’

( i 一 1 )
Y 一 i

I一 k 一 i

( 4 ) N : 二
I
。 a ` e 一 : “ x

( 1一 a )
` 绝

。
( 一 ; ) 二

(二
e 一 m ( 1 一 1 〕 工 ( Y 》 l > 1 ) ( 4 ,

e )
、、.矛了Y

,尸.夕J.̀、、

(二 ) 解微分方程组 ( 4 ,

3)

一
理解 N盆

一 : 二 。 (
。

> 1 )
,

N孟二 。
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同样在 ( 4 ,

3) 中先讨论 1 = 1 的情形
,

这时方程组具体形式为
:

〔 D + 1 + ( Y 一 1 ) a 〕 N孟= N孟
_ : ( n > 1 ) ( 4

,
7 )

其中 N卜 N
,

得到

N孟=

已由 ( 4
, 5 ) 给出

,

因此对微分方程组 ( 4
,

6) 我们同样可以用基本步骤求解
,

I
。 Y a

( 1一 a )
n

〔 ( 1一 a ) x 〕
,

口
。

1 1

。 - ( 卜
: ) !

} ( 4
,

8 ) .

一
1占

ǐ

`
.、 t

依次类推相继得
:

)
a ’ e 一 ’ . ’

n 一 2

(
n 一 1 ) 一 2 艺 (

n ~ i 一 1 )
〔 ( 1一 a ) x 〕I

i I
e 一 ` l一 t ) x

YO目
犷矛.、、

0

, .山

N孟=

( 1一 a
)

n

+

釜:
(一卜 l )工鲤号黔丝

e - 2 ( 卜一 } ( 4
,

8 )二

、 , , ” k 3 /
a 一 e

,

一

州 杯 =

——
_ _“

( 1 一 a )
“

( n 一 1 ) (
n 一 2 )

2 :

让 ~ 3

一 3 艺
1一 0

( n 一 i 一 1 ) (
n 一 i 一 2 )

2 I

〔 ( 1 一 a
) x 〕`

i 1

e 一 ( 1 一 a ) : + 3
( n 一 i 一 1 ) ( n 一 i 一 2 )

君
。 2 !

〔2 ( 1 ~ a ) x 〕l

i !

e 一 : ( 1 一 a ) 写

( n 一 i 一 1 ) ( n 一 i 一 2 )

2 !

〔 3 ( 1 一 a
) x 〕且

i !

e - 3 ( 1

一 }
卜艺卜

一

最后
,

使用数学归细法证明
:

a 乙 e 一 y a 又

N轰
一 a

)
n

召

艺 ( 一 1 )
口改二)污: (

n

扛丁
’

)互
里二1云业里

e - 二 ( 1

一
丫l一(1

这就是 Y 官能团活性聚合物的分子量分布函数
,

应用算子法不但可求聚合物的分子量分布
,

还可用来求平均聚合度
,

对链引发反应速度常数可 以不相等的一般情形
,

用算子法也已求得

三官能团活性聚合物的分子量分布和平均聚合度
` “ ’ 。
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合成经基苯甲醛新方法的研究进展

乌挤 国 英

摘 要

本文介绍 了国内外改进 R ei m re 一 Ti
e m a n n 反 应以及催化合成狂基笨甲醛的新

方法
,

并进行 了较详细的评述
。

合成在基苯甲醛的研究进展
,

步及到有机合成化学

的边缘学科领域
,

因此
,

深入 了解并研完这方面的课题
,

有重要的意义
。

芳核上引入醛基 ( 甲酞化 ) 制备芳香醛
,

是一个十分重要的化工过程
,
这类产品中最孟

要的是邻经基苯甲醛 ( 水杨醛 )
、

对经基苯甲醛
、

日
一

蔡酚醛等
。

它们是化工
、

医药
、

农药
、

香料
、

染料等许多行业的重要中间体
。

目前工业上要求以苯酚为原料
,

与氯仿 十 N a O H 反应
,

制备经基苯甲醛
`

( 即 R ie 二er
-

T ie m a n n
反应

,
简称 R一 T 反应 )

。

也有用甲醛代替氯仿的
〔 ` ’ 。

这种方法反应复杂
,

选择性

较低
。

如 R一 T 反应的生成产物
,

主要是水杨醛 (收率 20 一 35 % )和对经基苯甲醛 (8 一 12 % )
,

伴有较多的焦油生成
〔 “ ’ 。

因此
,

过程原料消耗大
,

产品分离工艺复杂
。

这些特点与其它的芳

核甲酞化过程类似
。

如在 A I CI
。

存在下
,

用 C O + H C I 进行苯的甲酞化过程 ( G at 七er m a n -

K o e h 反应 ) , 用 D M F 和 P O C I
:

制备取代苯 甲醛 ( V i l s m a i e r
反应 ) 等

。
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