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二维和三维氢原子能级精细结构比较
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摘要:从二维和三维氢原子能级的精细结构表达式出发 , 进行数值计算 , 找到能级的精细结构数值的规律性。利用多媒体著作

工具 Mult imedia ToolBook计算能级并画出能级图和能级间距图 , 进行比较。证实从三维降为二维能级降低而能级间距增大。 从

基态到第一激发态 、 从第一激发态到第二激发态 、 从第二激发态到第三激发态二维能级间距分别是三维能级间距的 4.74 、 2.05

和 1.61倍。

关键词:氢原子能级的精细结构;能级间距;多媒体著作工具

中图分类号:O 411.2　　　　文献标识码:A

引　言

当前低维凝聚态物理的发展 , 维数的改变对材

料性能的影响 , 以及能级的计算成为重要的研究方

面。研究对象的几何尺寸小于系统物质性质的特征

尺寸时 , 维数相应就会降低。例如 z 方向几何尺

寸 Δz 远远小于成键力的有效力程 , 或者远远小于

波函数的有效范围 (衰减到 1/e 以后不计), 维数

就降低;分子束外延技术可以做到在衬底上涂上一

层厚度为几个原子的薄膜 , 可以作二维处理;He

表面的电子层 , 其厚度是埃的数量级 , 在大于埃的

区域 , 波函数按指数形式衰减 , 可看成二维情形 。

低维物理已经揭示了维度减少后 , 系统有着新的物

理性质。研究二维氢原子问题是研究二维原子和类

氢离子的基础 , 因此也是研究二维晶体不可缺少的

步骤 。由于狄拉克方程中包含自旋和轨道运动的相

互作用 , 故从中解得的束缚态能量本征值已包含能

级的精细结构。在此基础上可研究晶体能带的精细

结构 。虽然三维和二维氢原子问题的狄拉克方程的

解析解都已经得到 , 但具体的能级的精细结构还需

借助数值计算而给出 , 这些数据是研究晶体能带的

精细结构所不可缺少的。

比较二维和三维氢原子的能级精细结构 , 我们

同时进行了二者的能级计算并绘出能级图和能级间

距图。取库仑势 V (r) =-Zα/ r 时 , 求解狄拉

克方程 , 得到三维氢原子能级的精细结构:

E =
μ

1+
Z

2α2

(υ+n r)
2

(1)

式中采用了自然单位 , 即 h=c=1 , α=e
2=

1/137 , 式 中 μ 中 电 子 静 质 量 , υ =

(j+1/2)2-(Zα)2 , 其中 j 是半奇整数 , 即为

1/2 , 3/2 , 5/2 , …, 同时 n r 的取值为 0 , 1 , 2 ,

…。

文献 〔1〕 给出了二维氢原子的能级精细结构:

E =
μ

1+
Z

2α2

(υ+nρ)
2

(2)

式中 υ= (m +1/2)2-(Zα)2 (m =0 , ±1 ,

±2 , …), 同时 nρ的取值为 0 , 1 , 2 , …。

1　能级与能级间距

我们使用多媒体著作工具Multimedia ToolBook

对三维和二维氢原子能级精细结构进行数值计
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算〔2 ,3〕 , 并利用软件的友好界面 , 同时作出三维 、

二维精细结构能级图和三维 、 二维能级间距图 , 通

过数值与图形共同进行比较。

1.1　计算 (E -μ)/ μ值

在 (1)式中我们将 j=0.5 , 1.5 , … , 代入 ,

在 (2)式中将 m =0 , 1 , 2 , …, 代入后进行计

算 。如表 1 、 表 2 所示 , 表格中的数值是 (E -

μ)/ μ乘以 10
8
倍后的值 。

表 1　三维氢原子能级的精细结构

n r

j

0.5 1.5 2.5 3.5 4.5 5.5

0 -266.400 266 44 -66.599 401 27 -29.599 679 13 -16.649 808 73 -10.655 874 39 -7.399 911 57

1 -66.600 288 39 -29.599 766 75 -16.649 827 21 -10.655 880 07 -7.399 913 67 -5.436 670 17

2 -29.600 029 60 -16.649 864 17 -10.655 889 53 -7.399 917 04 -5.436 671 55 -4.162 450 73

3 -16.649 975 06 -10.655 908 46 -7.399 922 52 -5.436 673 62 -4.162 451 66 -3.288 849 99

4 -10.655 965 23 -7.399 933 47 -5.436 677 07 -4.162 453 05 -3.288 850 64 -2.663 968 48

5 -7.399 966 33 -5.436 683 96 -4.162 455 35 -3.288 851 61 -2.663 968 95 -2.201 626 81

表 2　二维氢原子能级的精细结构

nρ
m

0 1 2 3 4 5

0 -1 065.643 651 78 -118.399 242 25 -42.623 565 71 -21.746 694 50 -13.155 402 13 -8.806 506 95

1 -118.404 850 16 -42.623 807 95 -21.746 732 33 -13.155 412 02 -8.806 510 39 -6.305 251 19

2 -42.625 019 25 -21.746 820 61 -13.155 429 82 -8.806 515 81 -6.305 253 28 -4.735 944 40

3 -21.747 262 05 -13.155 471 36 -8.806 525 56 -6.305 256 56 -4.735 945 76 -3.687 153 96

4 -13.155 679 05 -8.806 548 31 -6.305 262 47 -4.735 947 90 -3.687 154 90 -2.951 765 89

5 -8.806 662 07 -6.305 276 25 -4.735 951 74 -3.687 156 37 -2.951 766 55 -2.416 298 11

　　从 (1)式我们可以看到由于 α=1/137 , 根号

中第二项平方后再与前一项相比可以忽略不计 , 因

此 , 在表 1 、 表 2中斜直线格中数值基本相等 , 误

差小于十万分之一点三。因此在作能级图时 , 仅仅

只要画出 (1)式中 j =0.5 时各 n r 的能级位置 ,

其他的 j值相应的能级只要将能级图坐标轴向右平

移即可。(2)式中只要画出 m =0时各 nρ的能级

位置 , 其他的 m 值相应的能级同理也只要将坐标

轴向右平移。

1.2　程序设计

(1)画出三维和二维氢原子精细结构能级图 。

如图 1所示 , 我们设计了两个按钮分别用来计算三

维和二维氢原子能级的精细结构 , 两套能级精细结

构图到了第 6 级差别基本消失 , 因此设计了 22 个

域分别用来表示 n r 和 nρ在取值范围 (0-10)内

的 (E -μ)/μ值。其中 “二维” 按钮的程序是:

to handle but tonclick

　m =1;t=m -0.5

　step j f rom 1 to 11

　y =sqrt(t 2-(1/137)＊(1/137))

　 A=1/(sqrt(1+(1/(137＊(y +j-1)) 2)))-1

　B =100 000 000＊A

　C=(100 000 000＊B div 10)/100 000 000

　put C into tex t of field (“ field2”&j)

　end

end

以横坐标表示量子数 n r和 nρ, 以纵坐标表示

(E-μ)/ μ, 由于 (E -μ)/ μ的计算值的数量

级是 10
-5
-10

-9
之间 , 而且都集中在 10

-9
附近 ,

因此我们将 (E -μ)/ μ数值扩大 10
8
倍。

(2)画出三维和二维氢原子精细结构能级间距

图 。如图 2所示 , 我们列出三维 、二维氢原子精细

结构能级间距值 , 并且在同一图中显示两套能级间

距图 , 为了区别这两套能级间距图 , 较小的三维能

级间距图位于二维能级间距图的左边 , 可以看出在

能级较小时两套能级间距差别很大 , 到了第 6级以

后差别基本消失。其中二维氢原子精细结构能级间

距图程序为:

to handle but tonclick

　step i from 1 to 9

　set vert ices of line(“ line2”&i)to (2 790+ 
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　420＊(i+0.7)),(6 425+405＊(tex t of f ield 

　(“ field2”&i)-tex t of f ield(“ field2”&(i+ 

　1)))/20),(2 790+420＊(i+0.7)),6 425

　end

end

图 1　三维 、 二维氢原子精细结构能级图

图 2　三维 、 二维氢原子精细结构能级间距图
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2　讨　论

从图 1可以清晰地看到三维氢原子精细结构能

级位于二维的上方 , 就是说从三维到二维能级相应

下降 。图 2精确给出了三维和二维氢原子精细结构

能级间距值和能级间距图 , 从基态到第一激发态 、

从第一激发态到第二激发态 、 从第二激发态到第三

激发态二维能级间距分别是三维能级间距的 4.74 、

2.05和 1.61倍 , 与文献 〔1〕 进行近似计算的结

果相吻合 。

计算结果二维能级比三维相应的能级低 , 可能

和二维动能 (px
2 +py

2)/2μ与三维动能 (px
2 +

py
2+pz

2)/2μ之间的差别有关。

二维能级间距比三维能级间距相应大 , 可能与

势能反比于矢径 r 有关 , 表明低维物理有着新的

物理性质 , 必将被相关实验所揭示。

致谢:在完成本论文过程中李金华研究员给予了热情
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Comparison of the Fine Structure of Energy Levels of a 2-D and

a 3-D Hydrogen Atom

JIANG Xing -fang 1 , KE Shan-zhe2
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Abstract:Based on the fine st ructure representations of energy levels of a 2-D and a 3-D hydrogen atom ,

this paper has calculated the numerical values of the energy levels and draw n the figures of energy levels and the

difference of energy levels of 2-D and 3-D hydrogen atom w ith M ultimedia ToolBook.By comparing energy

levels of a 2-D hydrogen atom with those of a 3-D hydrogen , i t is found that the decrease in energy levels was

caused by reduct ion of dimensionali ty , and spacing between energy levels increased.The spacing of energy levels

of a 2-D hydrogen atom from the g round state to the first ex ited state , the spacing of energy levels of a 2-D

hydrogen atom from the fi rst excited state to the second excited state and the spacing of energy levels of a 2-D

hydrogen atom from the second excited state to the third excited state is 4.74 , 2.05 and 1.61 times as that of a

3-D hydrogen atom.

Key words:the fine st ructure of energy levels of hydrogen atom;the spacing of energy levels;Multimedia

ToolBook
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