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LMS 算法的最佳计算步长研究
 

王正洪
(江苏石油化工学院 计算机科学与工程系 , 江苏 常州 213016)

摘要:LMS 算法在线性滤波中得到广泛应用。人们对其进行了许多研究 , 给出了算法收敛的充分条件和对于固定计算步长的误

差上下限算法。但以往对计算步长的定量研究尚很不充分。由于 LMS 算法中权向量输入数据的统计特性 , 迭代计算中应突出使

用较近的历史数据。另外 , 由于 LMS算法是噪声梯度法 , 须使其计算步长逐渐缩小 , 以保证 LMS算法的稳态均方差趋向于系统

的最小均方差。据此 , 提出了一种估计最佳计算步长的新方法。新方法中将 LMS算法中的各步权增量向量旋转后放至同一平

面 , 在此基础上利用凸函数外推法求出计算步长的当前最佳估计值。这样 , 能使LMS算法的偏差较快地趋向于零。该法被用于

汽车语言信号噪声消抵的计算机模拟 , 结果令人满意。
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　　LMS算法由于其简洁性 , 在各种线性滤波器的

设计中得到了广泛应用 。由于 LMS 是随机梯度法 ,

故其稳态均方差比最小均方差大[ 1] 。因此 , 在选取

计算步长的同时 , 不仅要考虑到使算法收敛 , 还要

考虑到使计算步长逐渐缩小[ 2] , 以保证 LMS 算法的

稳态均方差趋向于系统的最小均方差。人们对 LMS

算法进行了许多研究 , 给出了算法收敛的充分条件

和对于固定计算步长的误差上下限算式[ 3 ,4] 。但以

往的方法没有能充分利用计算历史数据选取计算步

长。LMS算法是由求凸函数最小值的最速下降法而

导出的[ 5] , 因此 , 为了合理地选取其计算步长 , 必

须对最速下降法作进一步的分析。

1　改进的最陡下降法

设 z=f (x)≡f (x1 , x2 , …, xn)为凸函数 , 且

已知其最小值点位于某一有限区域中。为求最小

值 , 可用最陡下降法 。具体方法是:

P1　取定一初始点 x
(0), 并令 p=1;

P2　计算函数 f (x)在点 x
(p)
处的梯度

 f (x(p))=
 f (x

(p)
)

 x1
, … ,  f (x

(p)
)

 xn

T

(1)

P3　判断是否有

‖  f (x(p))‖<ε (2)

其中 ε为预定的小正数。如果上式成立 , 则计算结

束 , 否则继续进行如下的计算步骤;

P4　令 x=x(p)-t f (x(p)), t>0 , 转 P5;

P5　选取一个计算步长 μ, 保证有

f [ x(p)-μ f (x(p))] <f (x(p)) (3)

令

x
(p+1)=x(p)-μ f (x(p)) (4)

P6　用上式计算出 x
(p+1)

之后 , 将 x
(p+1)

赋给

x
(p), 将 p+1之值赋给 p , 转 P2。

关于 μ的取值方法 , 可令

μ→μφ, φ>1 , 如 f (x
(p+1)

)<f (x
(p)
)

μ→μβ , 0<β<1 , 如 f (x(p+1))≥f (x(p))

以使 (3)式成立 , 重新进行本次的迭代计算工作。

但 φ和 β究竟取多大合适值得研究 。以往人

们只是给出了它们的粗略值 , 本文提出如下改进方

法 。
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考察已完成的所有迭代的计算情况 。设第 i 次

迭代所得的 x 的增量为 Δx(i), 即有

x
(i)=x(i-1)+Δx(i), i=1 , 2 , … (5)

设当前已完成了 p 次迭代。在平面直角坐标系 oxy

中 , 作点列

(x(i), y
(i)), i=0 , 1 , 2 , … , p (6)

使有

(1)　y
(i)
=f (x

(i)
) (7)

(2) (x(i)-x
(i-1))2+(y(i)-y

(i-1))2 =

‖Δx(i)‖ (8)

在 oxy 平面上 , 取一初始点 (x(0), y
(0)), 只要有

y
(0)=f (x(0))即可 。然后 , 当完成了第 i 步迭代

后 , 以点 (x(i-1), y
(i-1))为圆心 , 以 ‖Δx(i)‖

为半径 , 画圆弧与水平线 y =f (x(i))相交 , 其交

点即为所要求的点 (x(i), y
(i))。这样就可作出

(6)式所示的点列。

为确定第 p次迭代中所用的计算步长μ, 用一

个抛物线来拟合点列 (6), 即找一个二次函数

y =apx
2+bpx +cp 来拟合点列 (6)。可用最小二乘

法进行回归求得参数 ap , bp , cp 。函数 y 的最小点

和最小值分别是 x
(p)
min =-

bp
2ap
和 y

(p)
min =-

b
2
p

4ap
+cp 。

令

x
(p+1)=x

(p)
min , y

(p+1)=y
(p)
min (9)

由上式 , (8)式及 (4)式可得

μ‖ f (x(p))‖=

(x(p)min -x
(p))2+(y(p)min -y

(p))2 (10)

由此得

μ=
(x(p)min -x

(p))2+(y(p)min -y
(p))2

‖  f (x(p)) ‖
(11)

上式所示即为第 p 次迭代中 μ的最佳估计值 。为

了将本节方法用于 LMS 算法的改进 , 必须考虑

LMS算法的特点 。

2　改进的 LMS算法

LMS算法被用于求取线性滤波中自适应网络的

加权因子 。如图 1所示为一个典型的横向自适应网

络结构 , 其中 T 为延时器。第 n 个时刻该网络的

输出为

d (n) =∑
N -1

i=0
wi (n)·x (n-i) (12)

　　待辨识网络在第 n 个时刻的输出被假定具有

形式 d (n)=∑
N-1

i=0
hi·x (n-i), 而

图 1　横向自适应网络结构

e (n)=d (n)- d (n) (13)

在 LMS算法中 , 权向量的修正算式是

w (n+1)=w (n)+2μe (n)x (n)(14)

其中 μ为计算步长或收敛速率 。而

x (n) = [ x (n -N+1), x (n -N +2), …,

x (n)]
T

(15)

而 2e (n) x (n) =-
 e2 (n)
 w (n)

- 
∧

w [ ε(n)]

是- w [ ε(n)] =-
 E {e2 (n)}
 wN

的估计值 , 因

此 LMS是最陡梯度法的一种近似。

仿照前述对 LMS 算法作出改进 。必须注意对

LMS算法来说有如下几点较为特殊:

(1)为了确保 LMS 算法收敛 , 须有 0 <μ<

1
λmax
, 这里 λmax是自相关矩阵 R的最大特征值;

(2)由于输入数据的统计特性 , 因此 , 当前迭

代计算中应突出使用较近的历史数据;

(3)LMS算法是噪声梯度法 , 故其稳态均方差

比最小均方差大。因此 , 须使计算步长逐渐缩小 ,

以保证 LMS 算法的稳态均方差趋向于系统的最小

均方差;

(4)还是因为 LMS算法是噪声梯度法 , 在其计

算过程中允许最小均方差的估计值有一定的上下波

动 。

综上所述 , 我们提出改进的 LMS算法如下:

Q1　相应于某一初始时刻 , 取定初始权向量

wN (0), 并令 n =0;

Q2　计算

 
∧

w [ ε(n)] =
 e2 (n)
 w (n)

=-2e (n)x (n)

(16)

Q3　如果 n 　Mod　M =0 (这里 M 为预先取定的

正整数), 则计算 R =E {x (l) x
T
(l)}的估计
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矩阵  R , 并求得其最大特征值的近似值  λmax;

Q4　当 n <n0 时 , 直接取 μ为某一小于 0.5 λmax的

正数而不去考虑权向量增量的历史数据 。这里 , n0

为某正整数 , 其量级与 N 相当 。不妨取 n0 =max

(N , 5);

Q5　当 n>n0时 , 建立直角坐标系 oxy , 在其中作

点列

(x
(i)
, y

(i)
), i=1 , 2 , …, n-1 (17)

使有

(1)　y
(i)=E

∧

{e2 (l)}=
1
K
∑

K-1

j=0
e
2 (i-j)

(18)

其中 , i=1 , 2 , … , n-1;K为某正整数 。

(2) (x(i)-x
(i-1))2+(y(i)-y

(i-1))2 =

‖Δw(i)N ‖ (19)

为强调较近迭代结果对 μ的影响 , 用一个二次函数

y =anx
2+bnx +cn 来拟合点列 (17)中最后 n1 个

点所构成的子点列 。这里 , n1 取为 5与 10之间的

一个正整数 。求出其最小值点和最小值分别为 x
(n)
min

=-
bn
2an
和 y

(n)
min =-

b
2
n

4an
+cn 令

μ(n)0 =
(x(n)min -x

(n-1))2+(y(n)min -y
(n-1))2

‖  
∧

E {e2 (l)}‖

(20)

μ
(n)
1 =min μ

(n)
0 ,

0.5
 λmax
, μ(n-1) (21)

其中 μ
(n-1)

为上次迭代所采用的 μ值 。较为理想

的情况是 , 由于误差曲面的凸性及  
∧

E {e2 (l)}

对于 E {e2 (l)}的估计较好 , 由 (20)式所算

的 μ(n)0 自动能逐次缩小 , 从而当 n 较大时也会有

μ(n)0 <
0.5
 λmax
, 从而有

μ
(n)
1 <μ

(n)
0 (22)

即这时按 (20)式选取 μ的第n次迭代值μ(n), 既

能保证算法稳定收敛 , 又能使 μ(n)※0。但是 , 在

一般情况下 , (22)式未必能成立。故可令

μ
(n)
=
μ(n)1 , n　Mod　M0>0

0.95μ(n-1), n　Mod　M0=0
(23)

这样既能保证算法稳定收敛 , 又能使 μ(n)※0;

Q6　判断如下条件是否成立

‖w(n+1)N -w(n)N ‖ <ε或n>nG (24)

其中 , ε为预定的小正数;nG 为预定的正整数 ,

用于限制总的迭代次数。一般 nG的范围可取为 1

500≤nG≤2 500 , ε的范围可取为 10-6≤ε≤10-5。

如果由 (24)式所表示的条件成立 , 则结束计算。

否则 , 进行赋值 n→n +1 , 再转Q2。

3　分　析

参见 (12)式至 (14)式 。实际输出与估计输

出之间的均方差是

ζ=E [ d2 (l)] -2wT
NE [ d (l)x] +

w
T
NE [ xx

T] wN (25)

将其最小值记为 ζmin , 将 LMS算法在固定计算步长

μ之下所得的的稳态极限值记为ζSS 。LMS 算法的

偏差定义为

MLMS=
ζSS-ζmin
ζmin

(26)

它可进一步表示为[ 5]

MLMS=
ζSS-ζmin
ζmin

=
S

1-S
(27)

其中

S =∑
N

i=1

μλi
1-μλi

(28)

其中 λi , i=1 , 2 , …;N 为自相关矩阵 R 的全体

特征值。文献 [ 3] 中还给出了较为准确的MLMS的

上下限算式 。不过由 (27)式和 (28)式已能看

出 , 当 μ※0时 , 且 LMS算法迭代次数趋向于无穷

大时 , MLMS※0。而上述改进的 LMS 算法能做到 μ

※0 , 因而它能保证MLMS※0。由于此法不是简单地

使用 μ→μβ (0<β<1)来减小 μ, 所以可避免出

现两个极端 , 一是 μ减小得太快使得收敛减慢

(如果 μ保持为定值 , 这意味着 ζ接近ζSS所需的时

间加长), 二是 μ减小得太慢使得MLMS的下限下降

过慢 。本文方法实际上是使 μ根据以往的计算情

况合理地自然减小 。

4　算　例

对于在汽车中用电话与汽车外进行通讯时用自

适应滤波器实现信号消抵的情况 , 可用 21权系数

的低通滤波器来模拟汽车
[ 2]
。这些系数可取为

h1=0.008 697=h21 , 　h7=0.021 363=h15

h2=0.026 267=h20 , 　h8=0.015 199=h14

h3=-0.019 490=h19 , h9=-0.071 330=h13

h4=0.007 113=h18 , 　h10=0.122 376=h12

h5=0.013 134=h17 , 　h11=0.033 457=h11
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h6=-0.028 302=h16 (29)

使用 LMS 算法求含 M 个分量的权向量wN , 使得 E

{e2 (n)}达最小 。取 M=N 。这里

e (n)=d (n)- d (n) (30)

d (n)如 (12)式所示。由上式消抵后的信号即

为语音信号。在使用改进的 LMS算法时 , 为减少计

算量 , 运用 Honigt 等[ 5] 的研究结果 , 将
1
λmax
用

2
M·Υ0

=
2

NΥ0
替代 。这里 Υ0=E {x

2 (n)}。实际计

算时用其估计值 E
∧

{x 2 (n)}。采用两种方法进行

计算 , 一为传统的 LMS 算法 , 其中采用时变步长

μ, μ的缩小简单地用μ→μβ (0<β<1)来实现 。

另一种方法则采用本文所述的改进的 LMS 算法 。

两种方法的学习曲线比较如图 2所示。由图可见 ,

改进的 LMS算法收敛速度较快。

5　结　论

本文所提出的改进的 LMS 算法 , 充分运用了

计算过程中的历史数据及误差曲面凸性的规律 , 并

对有关可能出现的特殊情况作了考虑 [参见 (22)

式 、 (23)式] , 因而能在确保收敛和不断减小偏差

的前提下 , 较充分地加快收敛速度 。

图 2　学习曲线比较
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A Study on the Optimum Convergence Gain of LMS Algorithm

WANG Zheng-hong

(Department of Computer Science and Engineering , Jiangsu Institute of Petrochemical Technology , Changzhou 213016 ,

China)

Abstract:LMS algorithm is used widely in various adaptive filters designing.A lot of work has been done on it.The

adequate convergence condition of this algorithm has been got.And the upper and lower bounds of the misadjustment in

the algorithm for a constant convergence gain have been got.The quantitative study on the convergence gain is yet insuffi-

cient.Because of the statistical characteristic of input data of the weights in a LMS algorithm , more attention should be

paid to the recent historical calculation data.As the LMS algorithm is a kind of noise gradient method , the convergence

gain should be lessened gradually to ensure that the quadratic mean deviation of the steady state takes the quadratic mean

deviation of the system as its limit.According to this condition , a new method to estimate the optimum convergence gain

is proposed.In the new method the increment of the weights vector in previous steps was rotated and placed to a plane ,

then the extended method for a one variable convex function was used.In this way , the misadjustment of the LMS algo-

rithm can converge to zero quickly.

Key words:LMS algorithm;misadjustment;optimum convergence gain;steepest-descendent method
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