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三阶有重根 Poincaré差分方程解的渐近性质
 

吴春青
(江苏石油化工学院 信息科学系 , 江苏 常州 213016)

摘要:研究了三阶 Poincaré 差分方程解的渐近性质。这种差分方程对应的常系数线性差分方程的特征方程有重根。
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　　一般形式的 Poincaré 差分方程为:

y(n+m)+(a1+p 1(m))y(n+m -1)+…+(an

+pn(m))y(m)=0 (1)

这里 a i(i=1 ,2 , …, n)为常数 , p i(m)(i=1 , 2 , … ,

n)为实数列 , m ∈N ∪{0}。方程(1)可看作如下常

系数线性差分方程

y(n+m)+a1 y(n +m -1)+…+any(m)=0

(2)

的扰动 ,方程(2)的特征方程为

λn+a1λ
n-1+…+an-1λ+an =0 (3)

当特征方程(3)有两两互异特征根时 , 许多作

者[ 1 ～ 3]研究了方程(1)的解的渐近性质。但对于方

程(3)有重根时 ,这方面的研究很少 ,原因在于利用

常数变易法
[ 4]
求(1)的一个解时 ,较难得到一般的

表达式。本文就三阶情形来讨论当方程(3)有重根

时 ,方程(1)有解渐近于方程(2)的解的条件。

我们研究方程

y(m +3)+(a1 +p1(m))y(m +2)+(a2 +p2

(m))y(m +1)+(a3+p3(m))y(m)=0 (4)

这里 a1=-2a-b , a2=a
2+2ab , a3 =-a

2
b , a , b

为常数 ,这时方程(4)对应的常系数差分方程的特征

方程为(λ-b)(λ-a)
2
=0。即有单根 λ=b 及重

根λ=a 。方程(4)对应的常系数差分方程 x(m +

3)+a1 x(m +2)+a2 x(m +1)+a3 x(m)=0的解

为:

x(m)=c1b
m+c2a

m+c3ma
m (5)

这里 c1 , c2 , c3 为任意常数。为讨论方便 ,在本文中

假设 b<a 。

1　主要结论

定理 。假设 ∑
∞

m=1
p i(m)m 收敛 , i =1 , 2 , 3。α

(m)是单调不增的正数数列 ,且

lim
m※∞
α(m)=0 , lim

m※∞

α(m +1)
α(m)

=1 (6)

∑
∞

j=m
p i(j)j=O(α(m)), i=1 ,2 ,3 (7)

则方程(4)有解满足

y(m)=ma
m
(1+O(α(m))) (8)

这里和下文中 O , o是 m ※∞时的 Laudau记号。

证明:为方便 ,我们记方程(4)为:

y(m +3)+a1 y(m +2)+a2 y(m +1)+a3 y(m)

=-Ly(m) (9)

这里 Ly(m)=p 1(m)y(m +2)+p2(m)y(m +1)

+p3(m)y(m)。利用常数变易法 ,我们假设(9)有

形如

y(m)=u 1(m)b
m +u2(m)a

m+u3(m)ma
m

(10)

的解 ,这里 u1(m), u2(m), u3(m)满足
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Δu1(m)b
m+1+Δu2(m)a

m+1+

　　Δu3(m)(m +1)a
m+1
=0

Δu1(m)b
m+2
+Δu2(m)a

m+2
+

　　Δu3(m)(m +2)am+2=0

Δu1(m)b
m+3+Δu2(m)a

m+3+

　　Δu3(m)(m +3)am+3=-Ly(m)

(11)

上式中 , Δu i(m)为前向差分 ,即 Δui(m)=ui(m +

1)-u i(m), i=1 ,2 ,3 。求解(11)得到

Δu1(m)=
1

b(a-b)
2b
-m

Ly(m)

Δu2(m)=
1

a
2(a-b)

(m +1)a-m
Ly(m)+

　　
1

a(a-b)
2 a
-m

Ly(m)

Δu3(m)=-
1

a
2(a-b)

a
-m

Ly(m)

(12)

从(10)式 ,(12)式 ,若 y(m)为方程(9)的解 , 则 y

(m)满足

y (m)= ma
m
-

1

b(a-b)
2 ∑

m-1

j=M
b
m-j

Ly (j)+

1

a
2(a-b)

∑
m-1

j=M
a
m-j

Ly(j)+
1

a(a -b)2 ∑
m-1

j=M
a
m-j

Ly(j)

+
1

a
2(a -b)

∑
∞

j=m
ma

m-j
Ly(j) (13)

上式中 M 将在后文确定。

我们再记

v(m)=(1/m)a-m
y(m)-1 (14)

即是 y(m)-ma
-m
=a

m
mv(m)。于是若 v(m)

=O(α(m)),则(8)式成立。从(14)式及 Ly(m)的

定义有:

Ly(m)=[ p1(m)a
m+2
(m +2)+p2(m)a

m+1
(m

+1)+p 3(m)a
m
m] +[ p1(m)a

m+2(m +2)v(m

+2)+p2(m)a
m+1(m +1)v(m +1)+p 3(m)

a
m
mv(m)] (15)

将(14)式 ,(15)式代入(13)式 ,经过一些计算有:

v(m)=-
1

b(a-b)2
1
m
∑

m-1

j=M

b
m-j

a
m [ p1(j)a

j+2(j+2)

+p2(j)a
j+1(j+1)+p3(j)a

j
j ] +

1

a
2(a -b)

1
m
∑
m-1

j=M

(j+1)[ p 1(j)a
2(j+2)+p2(j)a(j+1)+p3(j)j]

+
1

a(a-b)2
1
m
∑
m-1

j=M
[ p1(j)a

2(j+2)+p2(j)a(j +

1)+p3(j)a
j
j ] +

1

a
2(a -b)

∑
∞

j=m
[ p1(j)a

2(j +2)+

p2(j)a(j +1)+p 3(j)a
j
j ] -

1

b(a-b)2 ∑
m-1

j=M

b
m-j

a
m

[ p1(j)a
j+2
(j+2)v(j+2)+p2(j)a

j+1
(j+1)v(j

+1)+p3(j)a
j
jv(j)] +

1

a
2(a-b)

1
m
∑
m-1

j =M
a
-j(j+1)

[ p1(j)a
j+2(j+2)v(j+2)+p2(j)a

j+1(j+1)v(j

+1)+p3(j)a
j
jv(j)] +

1

a(a-b)2
1
m
∑

m-1

j=M
a
-j [ p1(j)

a
j+2(j+2)v(j+2)+p2(j)a

j+1(j+1)v(j +1)+

p3(j)a
j
jv(j)] +

1

a
2
(a-b)

∑
∞

j=m
a
-j
[ p1(j)a

j+2
(j+

2)v(j+2)+p2(j)a
j+1(j +1)v(j +1)+p3(j)

a
j
jv(j)] =S(m)+Hv(m) (16)

记 S 1(m)=
1
m
∑
m-1

j=M

b
m-j

a
m-jp1(j)(j+2), S 2(m)=

1
m

∑
m-1

j=M
(j +1)(j+2)p1(j), S 3(m)=

1
m
∑
m-1

j=M
p 1(j)(j+

2), S 4(m)=∑
∞

j =m
p1(j)(j+2)

H 1 v(m)=
1
m
∑

m-1

j=M

b
m-j

a
m-jp1(j)(j+2)v(j+2), H 2 v

(m)=
1
m
∑
m-1

j=M
(j +1)(j +2)p1(j)v(j +2), H 3 v

(m)=
1
m
∑
m-1

j=M
p 1(j)(j +2)v(j +2), H4 v(m)=

∑
∞

j=m
p1(j)(j+2)v(j+2)

(16)式右端定义了关于 v(m)的映射 ,下面定义一

个 Banach空间 B ,证明这个映射在 B 内有不动点 ,

即(16)式有解 v(m)在 B 内 。对所有满足 u(m)

=O(α(m))的序列 u(m),定义范数

‖ u(m)‖=Supm≥M
 u(m) 
α(m) (17)

M 将在后文给出。可验证对这个范数 ,定义了一个

Banach空间 B ,且 u(m)∈B 的充要条件是 u(m)

=O(α(m))。下面证明按(16)式定义的映射 T :

(Tv)(m)=S(m)+Hv(m)是映上的 ,且为压缩映

射 。第一步证明若 v(m)∈ B ,则(Tv)(m)∈ B 。

先证明 S(m)∈B 。由于类似性 ,只要证 S i(m)∈

B(i=1 , 2 ,3 , 4)即可。对 S 1(m),采用分部求和公

式 ,记 W(m)=∑
∞

j =m
p1(j)(j+2),则:

S(m)=-1
m
∑
m-1

j =M

b
m-j

a
m-jΔW(j)=-

1
m
W(m)+1

m

b
a

m-M

+1
m
∑
m-1

j =M
W(j+1) b

a

m-j-1
a-b
a

由于 b<a , m >M ,再注意到(7)式 ,(6)的第二式 ,

及 α(m)的单调不增性 ,有 S 1(m)=O(α(m)),只

要 M 充分大 。类似利用分部求和公式 ,可证明 S 2
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(m)=O(α(m)),注意到(7)式及(6)的第二式 ,有

S 3(m)=O(α(m)), S 4(m)=O(α(m)),只要 M

充分大 。这样一来利用 S(m)其余式子的类似性 ,

有 S(m)∈ B 。再假设 v(m)∈ B ,与上述方法类

似 ,同样可证 Hiv(m)=O(α(m)), i=1 , 2 ,3 ,4 ,从

而有 Hv(m)∈B 。于是(Tv)(m)∈ B 。即映射 T

是映上的 。

第二步证明 T 为压缩映射 。设 u1(m), u2

(m)∈B ,从第一步证明有:‖ Tu 1-Tu 2 ‖ =O(α

(m))‖u 1-u 2 ‖ ,注意到(6)式第一式 ,可见对 0<

η<1 ,可取 M 充分大 ,使 ‖ Tu1-Tu2 ‖ <η‖u 1-

u2 ‖。从而 T 为在B 内的压缩映射。根据压缩映

象原理有 v(m)∈B 使(16)式成立 。由 v(m)=O

(α(m)),再注意到(14)式 ,知定理成立 。

2　注　记

(1)利用上述方法 ,将(13)式稍作变动 ,也可讨

论方程(4)有解 y(m)渐趋于其对应常系数方程的

解 b
m 及a

m 的条件 ,即渐近形式 y(m)=bm(1+O

(β(m)))及 y(m)=a
m
(1+O(γ(m)))的情形。

这里 β(m), γ(m)的性质与定理中 α(m)的性质类

似 。

(2)对三阶 Poincaré 差分方程有三重根的情况 ,

也可得到相应的渐近形式和渐近条件 。
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Asymptotic Behavior of Solutions to Thi rd Order Poincaré

Difference Equations with Multiple Roots

WU Chun-qing
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Abstract:We studied the asymptotic behavior of solutions to third o rder Poincaré dif ference equation w hose

characteristic equation has multiple roots.
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