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一个求多项式零点的并行迭代法
 

黄清龙
(江苏石油化工学院 信息科学系 , 江苏 常州 213016)

摘要:讨论一个同时决定多项式零点的并行迭代法。证明它收敛 , 收敛阶至少是 5。
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1　迭代公式

设 n 次多项式
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本文讨论的迭代公式为
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其中 x
(0)
1 , x

(0)
2 , … , x

(0)
n 是多项式 p (x)的 n

个单零点的初始近似 。

多项式的零点也就是代数方程的根 , 高次代数

方程的求根问题有很多实际应用背景 。讨论代数方

程的求解方法也有不少文献 , 如文献 [ 1 ～ 5] , 其

迭代解法的基本问题之一是构造新的迭代式并希望

提高收敛速度或收敛阶。本文的迭代式 (2)作为

求多项式单零点的并行算法 , 是一个只用到 2阶导

数的 5阶格式。

3阶收敛的 Halley 迭代是一个很好的数值方

法[ 6] , 其迭代式为 x
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,

对比一下迭代式 (2)与 Halley 迭代公式知 , (2)

式 是 Halley 迭代的某种修正。(1)式用的是 New-

ton迭代函数 , 所以在迭代式 (2)的构造中应用

了迭代函数复合的思想。迭代式 (2)的收敛性和

收敛阶的讨论 , 我们采用类似于文献 [ 1 , 4] 的证

明思想和文献 [ 4] 中的不等式估计方法 。

2　收敛性的证明
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　　则迭代式 (2)可改写成

h
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引理 1　存在与 j 无关的常数δ>0 , c>0 , 使当

 x -r j ≤δ时 ,  N (x)-r j ≤ x -r j 
2 , 其中

N (x)为 New ton迭代函数 x -p (x)/ p′(x),

p (x)为 n 次多项式 , rj 是 p (x)的单零点 , j

=1 , 2 , …, n 。

证明:因为 New ton 迭代是 2阶收敛的 , 故对 r j ,

存在 δj >0 , cj>0 , 当 x -r j ≤δj 时 ,  N (x)

-r j ≤cj x - rj 
2 , 取 δ=min {δ1 , δ2 , … ,

δn}, c=max {c1 , c2 , …, cn}则知引理 1成立 。

记

d= min
1≤i<j≤n

{ r i-r j } (4)

其中 r1 , r2 , …, rn 是多项式p (x)的根。

显然下述引理 2成立 。

引理 2 　存在正数 s , 使得:s >n , sδ≥d , s ≥

cd , λ≡
(2 s-3)n (n -1)

(s-1)(s-2)2 (s-n)
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其中 c , δ为引理 1中确定的常数。

定理 1　当迭代初值 x
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证明:下面用数学归纳法证明本定理。
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根据引理 1 , 引理 2知
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利用 (5)、 (7)、 (8)、 (9)式可估计出
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将此式代入 (6)式并利用引理 2得
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注意到 0<q<1 , 所以由 (3)式:
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综上所述 , 当迭代初值 x
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满足 x(0)j -rj ≤
d
s
时 , x

(1)
i (i =1 , 2 , …, n)

都满足 x(1)i -r i ≤
d
s
, u

(0)
i (i =1 , 2 , …, n)

也满足 u(1)i -r i ≤
d
s
, 并且有 h(1)i  ≤q h(0)i  ,

(i=1 , 2 , … , n), 0<q<1由 (12)式确定 。

(2)现假设 x
(k)
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则同前面类似地估计可得 A(k)i  <

1
2
,

 x
(k+1)
i -ri ≤

d
s
,  h

(k+1)
i  ≤q h

(k)
i  。

其中常数 q仍由 (12)式确定 。

因此由数学归纳法知对一切整数 k ≥0有
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3　收敛阶的讨论

定理 2　当初值 x
(0)
j 满足 h

(0)
j  = x

(0)
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d
s

(j =1 , 2 , …, n)时迭代式 (2)至少是 5 阶收

敛的。

证明:在前面收敛性的证明中已得到 , 当 h(0)j  ≤

d
s
(j=1 , 2 , … , n)时 , 对任何整数 k ≥0 , 有
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由此知迭代式 (2)至少是 5阶收敛的。证毕。

4　数值例子

我们将本文构造的迭代式 (2)用于求解地震

波理论中的 Rayleigh方程 32 x3 -56 x2 +24 x -3=

0 , 编程用 True BASIC语言 , 迭代初值分别取 x
(0)
1

=0 , x
(0)
2 =0.5 , x

(0)
3 =1 , 精度要求 ε=10-12 ,

要使 3个根都满足精度要求 , 共需迭代 4步 , 具体

计算结果见下表。

表 1　求解的计算结果

迭代次数 k x(k)1 x (k)2 x(k)3

0 0 0.5 1.0

1 0.237 805 374 970 0.320 436 223 759 1.182 325 056 039

2 0.249 735 495 167 0.316 994 602 475 1.183 012 700 679

3 0.249 999 995 611 0.316 987 298 108 1.183 012 701 892

4 0.250 000 000 000 0.316 987 298 108 1.183 012 701 892

　　最后我们指出 , 若将 γ(k)i 的表达式中 u
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j 换

成 x
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j , 得

γ＊(k)i = ∑
n

j=1
j≠i

1

x
(k)
i -x

(k)
j

2

+∑
n

j=1
j ≠i

1

(x(k)i -x
(k)
j )

2

这时可得迭代式
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可以证明 (2)＊式是 4阶收敛的。但 α(k)j 总是

需要计算的 , 因此用 (1)式对 x
(k)
j 先做一次修正

即计算出 u
(k)
j , 几乎不增加计算的情况下 (2)式

比 (2)＊式高一阶收敛。
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A Parallel Iterative Method for Zeros of a Polynomial

HUANG Qing-long
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na)

Abstract:This paper discusses a parallel iterative method for simultaneous determination of Zeros of a Polyno-

mial.It is proved that this method is convergent , and its order is at least 5.
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