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一个反对称矩阵乘法的快速算法
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摘要:矩阵乘法是数值计算中的常见问题 , 其运算阶的降低一直是人们关注的基本问题 , 而多项式求值 、 多项式插值及多项式

求导问题迄今已出现了许多有效且稳定的快速算法。讨论了一个 n 阶反对称矩阵与 n 维列向量的乘法问题 , 证明了该问题与多

项式求值问题的等价性 , 提出了一个运算阶为 O (n (log2n)2)的快速算法 , 并讨论了一个反对称矩阵乘法的例子 , 其 O

(n 2)的运算阶在反对称矩阵乘法情形至少可降低到 O (n (log2 n)2)。
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　　矩阵乘法是线性代数中常见的问题 , 由于其计

算量非常大 , 传统算法的运算阶高达 O (n
3
), 这

直接影响到各种矩阵计算问题及包含矩阵乘法的许

多数值计算问题的运行效率。自从 Strassen[ 1] 在

1969年提出了一个阶为 O (n log
2
7)的矩阵乘法算

法以来 , 陆续出现了一系列新的的矩阵乘法算法 。

目前 , 串行算法的复杂性已经降到 O (n2.494)。

而对于一些较为特殊的矩阵乘法 , 如两个 n 阶上

(或下)三角形 Toeplit z矩阵乘法及 n阶 Toepli tz矩

阵乘 n维列向量的算术运算次数更可以降到 O (n

(log2n))。文献 [ 2] 中提出了一个适用于整数矩

阵乘法的算法 , 指出对于 n 行 m 列矩阵和 m 行 1

列矩阵的乘法 , 运算的次数阶为 O (m (n+1)),

作者称之为最佳算法 。并称其运算次数阶已达到理

论下界。本文考察了一个 n 阶反对称矩阵与 n 维

列向量的乘法问题 , 证明了该问题与多项式求值问

题的等价性 , 利用运算阶为 O (n (log2n)
2)的多

项式求值与多项式插值的快速算法 , 提出了该矩阵

乘法问题的快速算法 , 其运算次数阶不超过 O (n

(log2n)
2
), 并进一步给出了一个实例 , 说明文献

[ 2] 提出的阶为 O (n
2
)的算法在反对称矩阵情

形运算阶可降低到 O (n (log 2n)
2)。

设 n 阶反对称矩阵 B = (bi j), 其中 bij =

1
ci-cj

, i≠j 时;b ij=0 , i=j时 , ci , i=1 , …,

n 各不相同 。 Y = (y 1y 2 …y n)
T 是 n 维列向量 ,

计算 BY =X =(x 1 x 2…x n)
T。

首先 , 我们来考察上述问题与多项式求值的等

价性。令

T (x)=∏
n

i=1
(x -ci) (1)

s (x)=T (x)∑
n

i =1

yi
x -ci

(2)

(2)式中令 x =cj , 得

s (cj) =yjT′(cj), j=1 , 2 , … , n (3)

记 f j (x)=
s (x)
T (x)

-
yj

x -cj
=∑

n

i =1
i≠j

yi
x -ci

,

　tj (x)=∏
n

i =1
i≠j

(x -ci)=
T (x)
x -cj

,

　j=1 , 2 , …, n

则 T′(x)=(x -cj) t′j (x)+tj (x),

　T″(x)=(x -cj) t″j (x)+2t′j (x)

所以 t′j (cj)=
1
2

T″(cj), j=1 , 2 , … , n

以及 f j (cj)=lim
x※c

j

f j (x)=
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lim
x※c

j

s (x) -yj tj (x)
T (x)

=

lim
x※c

j

s′(x)-y jt′j (x)
T′(x)

=
s′(cj)-

1
2 y jT″(cj)

T′(cj)

故 BY =X 中的分量

x j=∑
n

i=1
i≠j

yi
cj-ci

=f j (cj)=
s′(cj)-

1
2
yjT″(cj)

T′(cj)
,

j=1 , 2 , …, n (4)

由此可见 , 从式 (4)计算向量 X 等价于多项式值

的计算。

下面 , 我们给出此问题的一个快速算法 。

S tep 1.计算 T (x)=∑
n

i=0
a ix

i 的系数 a i , 运算次

数为 O (n (log2n)
2
)
[ 3]
;

S tep 2.计算 T′(x)和 T″(x)的系数 , 运算次

数为 O (n);

S tep 3.计算 T′(cj)和 T″(cj), j=1 , 2 , … ,

n , 运算次数为 O (n (log2n)
2
)
[ 4]
;

S tep 4.计算 s (cj)=yjT′(cj), j =1 , 2 , … ,

n , 运算次数为 O (n);

S tep 5.计算多项式 s (x)的系数 , 用插值法计算

运算次数为 O (n (log2n)
2
)
[ 3]
;

S tep 6.计算 s′(cj), j =1 , 2 , … , n , 运算次

数为 O (n (log2n)
2)[ 4] ;

S tep 7.计算 xj=
s′(cj)-

1
2 yjT″(cj)

T′(cj)
,

j=1 , 2 , … , n , 运算次数为 O (n)。

Steps.1 ～ 7 的 总 运 算 次 数 不超 过 O (n

(log2 n)
2
)。在许多情况下 , 我们可以利用点集

{cj}的一些特殊结构来简化此计算法 , 进一步地

降低算法的运算次数 , 这些尚有待进一步的探讨。

据文献 [ 2] 提供的算法 , 计算 n 阶整数矩阵

B与n 维整数向量Y 的乘法 , 运算阶为 O (n
2
)。

下面我们考察这样一个例子:

令 ci=i , i=1 , 2 , … , n , B= (bij)其中

i≠j时 , bij =
1

ci-cj
=

1
i-j

;i=j 时 , bij =0 , i ,

j=1 , 2 , … , n , Y 为 n 维整数向量。

于是 , n ! B 为整数矩阵 , 从而按文献 [ 2]

的算法计算 n ! BY , 运算阶为 O (n 2), 计算 BY

的运算阶也为 O (n 2)。然而此问题用本文提出的

快速算法计算 , 其运算阶为 O (n (log2n)
2
)。
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Abstract:The matrix multiplicat ion is a common question in numerical caculation.For i ts massive caculation ,

lower o rder of caculat ion is a basic question.But finding an interpolat ion polynomial and polynomial evaluat ion

have been discussed extensively , many stable fast algorithms have so far been presented.In this paper , we

study a multiplication of n-o rder ant i-symmetric matrix wi th vector , and prove the equivalence of the prob-

lem w ith polynomial evaluation , and describe a fast algo rithm w ith O (n (log2n)
2)arithmetic t ime complexi-

ty.Furthermo re , we present an anti-symmetric matrix and illustrate that for the best alg orithm of matrix

multiplication , it s caculation o rder can be dropped at least to O (n (log2n)
2).
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