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摘要:提出多项式组符号求解的主项解耦消元法:视多项式为变元不同幂乘积的线性组合, 以主项解耦三角型多项式组为引

导 , 用逐项伪除法求余式 , 将原多项式组化为与其同解的主项解耦三角型多项式组。 该法综合了 Grobner 基法 、 吴氏消元法和

线性变换消元法等方法的长处 , 适用于求解一般多项式组 , 且计算效率较高;又易用于研究多项式组解的类型及其存在条件。

文中给出两例 , 其一较详细地讨论了 3个二元二次完全多项式组解的类型及其存在条件。
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　　文献 [ 1] 指出:数学 、 物理和工程技术中

“很多重要的困难问题要化为非线性代数方程组

(即多项式方程组)的求解问题 , 包括数值求解 、

符号求解和数值 —符号混合求解问题。而符号求解

对理论分析 、 公式推导和定理证明有特别的重要

性” 。符号求解方法有 Grobner 基法[ 2 ～ 4] 、 吴文俊

消元法
[ 1 ,4 ,5]

、 聚筛法
[ 6]
、 组合结式法

[ 7]
和准线性

变换法[ 8]等 。其中 , “Grobner 基法和吴氏消元法

都是系统而完全的优秀方法” , 前者被选为欧共体

POSSO (多项式方程组求解)项目的核心算法 ,

后者为我国数学机械化研究领域的核心算法 。尽管

如此 , “仍有许多困难的问题不能用它们解决” 。一

般情况下 , Grobner基法计算效率较低;吴法 “对

于准三角型的多项式方程组十分有效 , 但对于对称

性较强的多项式方程组 , 里特 吴整序算法效果

较差;……非线性代数方程组的求解是极其复杂的

困难问题 , 很可能需要综合多种方法的长处 , 才能

得到满意的解决方案”
[ 1]
。

本文提出多项式组符号求解的主项解耦消元

法。其基本思想:多项式视为变元不同幂乘积的线

性组合 , 以主项解耦三角型方程组为引导 , 用伪除

法求余 , 将原方程组化为与其同解的主项解耦三角

型方程组。文中给出两例 , 较详细地讨论了 3个二

元二次完全多项式组解的类型及其存在条件。该例

“用吴法在 Pentium Ⅱ 266上用 Maple Ⅴ Release 4

编制的程序运行解不出未知数 , 再用 Grobner基法

求解 , 运行 2小时后仍无结果”[ 7] 。

1　理论基础

1.1　基本概念

一般多元多项式方程组为

f i (x 1 , x 2 , … , xn)=0　i=1 , 2 , …, n

(1)

多项式可视为多变元不同幂乘积的线性组合 ,

即

f (x1 , x2 , …, x n)=∑
k

j=1
a jx
εj 1
1 x

εj 2
2 … x

εj n
n

(2)

式中 , εj i (i =1 , 2 , …, n)为非负整数 ,

为 xi 在第 j 项中的幂指数;a j 是第 j 项幂乘积的
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系数 。

定义 1　多项式中变元的排序为 xn >xn-1 >

…>x 2>x 1 , 意指 xn 为 “最重要” 变元排在第 1

位 , 以此类推 , x1 为 “最不重要” 变元排在最后

一位 。

定义 2　多项式的项按字典法排序。

若项所对应的幂乘积 x
i 1
1 、 x

i2
2 … x

in
n 排在 x

j 1
1 、

x
j2
2 …x

jn
n 的后面 , 即若 x

j1
1 、 x

j 2
2 … x

jn
n >x

i 1
1 、 x

i2
2 …

x
in
n , 则对任意 k (≤n)有 in =jn , … , ik =jk ,

i k -1<j k -1成立 。

定义 3　多项式的主变元:即在该多项式中实

际出现的 , 按字典法排序的相对 “最重要” 的变

元。

定义 4　多项式的主幂乘积:多项式中按字典

法排序的相对 “最重要” 的幂乘积 。

定义 5　多项式的主项:即相应于主幂乘积的

项。

定义 6　多项式的主系数:即多项式的主项

中 , 主变元幂的系数 。

定义 7　三角型多项式方程组 TS为

TS:f i (x 1 , x2 , …, xi) =0 , i =1 , 2 ,

…, n (3)

定义 8　主项解耦三角型方程组 DTS

DTS:

f 1 (x1)=0

a ix
ε
ii +f i (x 1 , … , xi) =0

i=2 , 3 , … , n

(4)

式中 , εi (i =2 , … , n)为非负整数;f i

(x 1 , x 2 , … , x i)中 xi 的幂次总小于εi;a i 为

常量 。式 (4)表明:DTS 中各多项式的主系数皆

为不含变元的常量。

1.2　两多项式组的求余

1.2.1　多项式 P i 对Pj 的余式

用 P j 只消去P i 主项得到的余式为P i 对 Pj 的

一级中间余式 , 记作 r (P i/ P
(1)
j )=r i1;用 P j 只

消去 r i1主项得到的余式为 P i 对 Pj 的二级中间余

式 , 记作 r (Pi/P
(2)
j )=r i2;依此类推 , 用 P j 只

消去 r is主项得到的余式为P i 对P j 的s 级中间余式 ,

记作 r (P i/ P
(s)
j )=r is 。

设 Mi , M j 分别为多项式 P i 与 P j 的主幂乘

积 , Mij为Mi 与M j 的最小公倍数 。P i 对 P j 的求

余消元的类型有:

①当 M i>Mj (按字典序 , Mi 比Mj “重要”)

且 Mij=Mi 时 , P i对P j 用伪除法求余 , 直到余式

r is的主幂乘积 Mrs小于 P j 的主幂乘积Mj , 即 M rs

<Mj , 则 R (P i/P j) =r is=r (P i/ P
(s)
j )。

②当 Mi>Mj 且M i<M ij<M i·Mj 时 , 设 P i

对P j 的一阶中间余式为 r i 1:

(ⅰ)若 r i 1的主幂乘积 Mr 1为 Mj 与Mr 1的最

小公倍数 , 即 Mr 1=M rij , 则按第①类消元 , ri 1继

续对 P j 求余 。

(ⅱ)若 Mr 1≠Mr 1j , 则取 R (P i/ P j) =r i 1

=R (P i/ P
(1)
j )。

③当 Mi>M j且Mij=M i·M j时 , R (P i/P j)

=P i 。

④当 Mi<M j时 , R (P i/P j)=P i 。

⑤若多项式组有 l (≥2)个多项式主幂乘积

相同 , 则对其线性变换为阶梯形 , 即变强对称为弱

对称多项式组。

易知 , P i 对P j的余式公式为

I
s
jP i=QjP j+R i (5)

式中 , s为非负整数 , 表明 R i 为P i 对 Pj 的 s

级余式;Qj 为商多项式;Ij 为P j的主系数。

1.2.2　多项式 P i对多项式组 PS 的余式

给定多项式 P i 及多项组 PS={P1 , P1 , …,

Pk}, 依次连续计算 P i 对 PS 中每一多项式 P j (j

=1 , 2 , … , k)的余式 , 即 R (P i/ Pk) =rk ,

R (r k/P(k-1)) =rk-1 , …, R (r2/ P1) =r1 ,

则 P i 对 PS的余式为

R (P i/PS)=R i=r 1 (6)

考虑到式 (5), P i 对 PS的余式公式为

I
s1
1 、 I

s2
2 …I

sk
kP i=∑

k

j=1
QjPj +R i (7)

式中 , s1 (s2 , …, sk)为非负整数 , Qj 为商多项

式;I 1 , I 3 , … Ik 分别为 Pj (j =1 ～ k)的主系

数 。

1.2.3　多项式组 PS 对三角型方程组 TS的余式

给定多项式组 PS= {P 1 , P 2 , …Pr}及三角

型方程组 TS={T 1 , T 2 , …T k}, PS 对 TS的余

是一多项式组 RS= {R 1 , R 2 , … , R r}, 记作

R (PS/TS)=RS=

{R 1 , R 2 , …R i , …R r} (8)

式中 , R i 是式 (6)所示的 P i对 TS 的余式。

2　多项式组的消元过程

多项式组 PS的消元过程就是通过有限步求余

·46· 江　苏　石　油　化　工　学　院　学　报　　　　　　　　　　　　　2001 年



消元 , 将 PS转化为一个与其同解的主项解耦三角

型方程组 DTS 的过程。其主要步骤有:

Step 1　将 PS 赋予多项式集合 G1 = {PS},

并对 G1 进行线性变换 , 使 G1 中不存在主幂乘积

相同的多项式 , 记为

G1={P 1 , P2 , …, Pr}

Step 2　自集合 G1 中选取主项解耦三角型方

程组 DTS1 。

自多项式集合 G 选取 DTS的基本原则:

①从 xi (i=1 , 2 , …n)为主元的所有多项

式中 , 取主项的 xi 幂次最低且主项解耦的多项式

T i (i=1 , 2 , …n)纳入 DTS 。

②若不存在满足原则①的 Ti (i=2 ～ n), 则

在主元为 xi (i=2 ～ n)的所有多项式中暂取主幂

积相对 “最不重要” 者纳入 DTS＊ (DTS＊不满足

式 (4)定义)。满足该原则的 DTS＊就是三角化方

程组 TS (式 3)。

③对主元为 x i 的所有多项式 , 按特性 (如 xi

的幂次 , 或含共同变元的数目与类型等)分区。当

同一区内有多个多项式时 , 暂取其中主幂乘积相对

“最不重要” 者纳入 DTS＊。

④当 DTS 中一多项式可分解为若干个因式相

乘时 , DTS亦应分解为相应的若干个子 DTS 分别

进行消元运算。

Step 3　求 G1 对 DTS1 的余式集合 RS1 及主

项解耦的中间余式集合 r s1 。

约定:设 DTS
＊
={T 1 , T 2 , … , T n}, 其

中 T i (i=1 , 2 , …, n)的主元为 xi 且按字母序

T i>T i-1顺序排列。当 G 中主元为 xi 的多项式g j

≠T i 时 , g j 对 DTS＊的求余为依次对 T i , Ti-1 ,

…, T 2 , T 1 求余;当 g j =T i 时 , g i 对 DTS＊的

求余为依次对 Ti-1 , Ti-2 , …, T 2 , T 1 , T i 求

余。

该约定使不满足式 (4)的 DTS
＊
有 R (GS/

DTS
＊
)≠Υ。

G1对 DTS1 的余式集合 RS , 分两种情况讨

论:

Case 1　RS1=Υ(空集)

若DTS＊1 =DTS , 原方程组 PS 已通过消元化

为方程组 DTS1 。

Case 2　RS1≠Υ

若 RS1 中有非零常量余式 , 则 PS 无解;

若 RS1 中无非零常量余式 , 将 RS1 及 rs1 纳入

多项式集合 G2 , 即

G2 = {PS , RS1 , rs1}及其子集合 G2 =

{PS , RS1}。

G2 中多项式应进行线性变换 , 使其不存在主幂乘

积相同的多项式。

Step 4　对集合 G2 再进行 Step 1 ～ Step 3运

算:从 G2 中选取 DTS2;求 G2 对 DTS2 的余式集

合 RS2 及主项解耦中间余式集合 r s2 。

若 RS2=Υ且 DTS＊2 =DTS2 , 则 PS 已通过消

元化为方程组 DTS2 。

若 RS2≠Υ, 当 RS2 中含有非零常量余式时 ,

PS无解;当 RS2 中无非零常量余式时 , 将 RS2 和

r s2纳入多项式集合 G3 , 即

G3={PS , RS , RS2 , rs1 , rs2}及其子集合

G3={PS , RS1 , RS2}

G3中多项式应进行线性变换 , 使其不存在主

幂乘积相同的多项式。

对 G3 再重复上述各步 。若 PS 有解 , 如此重

复下去 , 对某一正整数 m , 总存在 DTSm 且 RSm

=Υ, 即已通过求余消元 , 将 PS 化为一个主项解

耦三角型方程组 DTS 。

3　多项式组零点集结构公式

由式 (5)可知 PS 的零点必是 DTS 的零点。

又由于 PS对 DTS的余式集合 RS 为空集且 DTS各

多项式的主系数为非零常量 , 由式 (7)可知 DTS

的零点必为 PS 的零点。故有

Zero (PS)=Zero (DTS) (9)

式 (9)表明:当 DTS 的各主项系数为非零时 , 原

多项式组 PS 与主项解耦三角型多项式组 DTS 同

解 。式 (9)为主项解耦消元法的多项式零点集结

构公式 。

4　举　例

例 1

PS:

-x
2
2+x 1 x 2+1=0　　　　　　　　(f1)

-2 x 3+x
2
1=0　　　　　　　　 　(f2)

-x
2
3+x 1 x 2-1=0　　　　 　　　(f 3)

解:

(0)PS 中变元排序:x 3>x 2>x 1
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(1.1)G1={f1 , f2 , f3}及 G1={f1 , f 2 , f3}

(1.2)自 G1 选取 DTS1={f1 , f2}

(1.3)G1 对 DTS1的余式集合

RS1:

R (f 1/DTS1)=0;R (f2/DTS1) =0;

R (f 3/DTS1)=x 1 x2-
1
4 x

4
1-1=0

(f4)

rs1:

rs1=Υ

(2.1) G2 = {f1 , f2 , f 3 , f 4}及 G2 = {f1 , f2 ,

f3 , f 4}

(2.2)自 G2 选取 DTS＊2 ={f4 , f 2}

(2.3)G2 对 DTS＊2 的余式集合

RS2:

R (f 1/DTS
＊
2) =

　　-x
8
1+4 x

6
1-8 x

4
1+32 x

2
1-16 (f 5)

R (f 2/DTS
＊
2) =0;　R (f3/DTS＊2 )=0;

R (f 4/DTS
＊
2) =0

rs2:

r (f 1/ f
(3)
4 )=-16 x 2-x

7
1+4 x

5
1-4 x

3
1+32x 1=0

(f5.1)

(3.1)G3={f1 , f2 , f3;f 4 , f5;f5.1}

　　及 G3={f1 , f 2 , f 3;f4 , f5}

(3.2)自 G3 选取 DTS3={f5 , f5.1 , f2}

(3.3)G3 对 DTS3的余式集合 RS3=Υ

(4)DTS3:

-x
8
1+4 x

6
1-8 x

4
1+32 x

2
1-16=0 (f5)

-16x 2-x
7
1+4 x

5
1-4 x

3
1+32 x 1=0 (f5.1)

-2 x 3+x
2
1=0 (f2)

PS与 DTS3 同解 , 即只有 8组解 。

例 2:

PS0:

a
0
1y

2
+a

0
2 xy +a

0
3 y +a

0
4 x

2
+a

0
5 x+a

0
6=0 (f

0
1)

b
0
1 y

2+b0
2 xy +b

0
3y +b

0
4 x

2+b0
5 x +b

0
6=0 (f02)

c
0
1 y

2+c02 xy +c
0
3 y +c

0
4 x

2+c05 x +c
0
6=0 (f03)

解:

(0)PS中变元排序 z >y >x

(1.1)G1={f
0
1 , f

0
2 , f

0
3}

对 G1进行线性变换 , 得到

PS:

y
2+0+0+a4 x

2+a5 x +a6=0 (f 1)

0+xy+0+b4 x
2+b5 x +b6=0 (f2)

0+0+y+c4 x
2+c5 x +c6=0 (f3)

故 G1={f 1 , f2 , f3}及 G1={f1 , f 2 , f 3}

(1.2)自 G1选取 DTS1={f3}

(1.3) G1对 DTS1 的余式集合

RS1:

R (f1/DTS1) =A1 x
4+A2 x

3+A 3 x
2+A 4 x+

　　A5=0 (f4)

式中 , A 1=c
2
4 , A2=2c4 c5 , A3=a4+2c4 c6+c

2
5 ,

　　　A 4=a5+2c5 c6 , A 5=a6+c
2
6

R (f2/DTS1) =-c4 x
3
+

　　(b4-c5) x
2+(b5-c6) x +b6=0 (f5)

R (f3/DTS1) =0

r s1:

r (f 1/ f
(3)
3 )=-c6 y+A 1 x

4
+A 2 x

3
+A 3 x

2
+

(a5+c5 c6) x +a6=0 (f4.1)

(1.4)解的类型及其存在条件

若 PS 的各项系数使 f4 与 f5 的各项系数恒为

零 , 则 R (PS/DTS1) =Υ, 表明 PS 与 DTS1 =

{f 3}同解 , 且为无穹解。式 f4 与 f 5 各项系数恒等

于零为其解的存在条件 。

若 RS1≠Υ且 DTS1中不存在只有常数项的余

式 , 则将余式 f4 、 f 5纳入 G2 (f4-1与 f 3 结构相同 ,

故删去)。

(2.1) G2 = {f1 , f 2 , f3;f4 , f 5}及 G2 = {f1 ,

f2 , f3;f4 , f 5}

(2.2)自 G2选取 DTS2={f5 , f 3}

(2.3) G2对 DTS2 的余式集合

RS2:

R (f1/DTS2) =B1 x
2
+B2 x +B 3 (f 6)

式中 , B 1=c4 (a4+b
2
4+b5 c4+c4 c6),

　　　B 2=c4 (a5+b4b5+b5c5+c5 c6),

　　　B 3=-b6 c4 (b4+c5)

R (f2/DTS2) =0;

R (f3/DTS2) =0;

R (f4/DTS2) =f6;

R (f5/DTS2) =0

r s2:

r s2=Υ
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(2.4)解的类型及其存在条件

若 PS 各项系数使 f6 各项系数恒为零 , 则 R

(PS/DTS2)=Υ, 表明 PS 与 DTS2 ={f 5 , f 3}为

同解方程组 。即 PS有 3组解 , 式 f6 各项系数恒等

于零为其解的存在条件。

若 RS2≠Υ且不存在只有常数项的余式 , 则将

f6纳入 G3 。

重复以上步骤 , 可以得到 PS 分别有 2组解 、

1组解及无解的存在条件 , 这里不再赘述之。

5　结　论

由主项解耦消元法的基本原理与消元过程可

知 , 该方法综合了 Grobner 基法 、 吴氏消元法 、 线

性变换消元法等方法的长处 , 故适用于求解一般多

项式组且计算效率较高 , 又易用于研究解的类型及

其存在条件 。效率较高的原因是:以 DTS 为引导

的有序消元和较简单的运算终止判据 (相对于

Grobner基法);多项式组 PS与 DTS的同解性且不

涉及多项式组的约化问题 (相对于吴法)以及用线

性变换使强对称性多项式组转化为弱对称。

本文方法可能为构造 Grobner基提供一种新算

法 , 且主项解耦三角化方程组对多项式理论有重要

意义;亦为解决几何定理机器证明的非退化充分必

要条件及多项式组的约化问题提供了一种新途径。
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An Elimination Method With Decoupling of Leading Terms For Polynomial Set

YANG Ting-Li1 , HANG Lu-bing2 , SHEN Hui-ping 3 , LIU An-xin4

(1.SINOPIC Jinling Petrochemical Corp., Nanjing 210037 , China)

Abstract:This paper presents an elimination method wi th decoupling of leading terms for polynomial set.A

polynomial is considered to be a linear combination of pow er products of variables.Using the term by term Eu-

clidean Algo rithm fo r polynomials , an original polynomial set PS could be t ranslated into an ascending polynomial

set DTS w ith decoupling of leading terms and both are equivalent equation sets.

This method synthesises the strong points of Grobner basis elimination , Wu elimination and linear elimina-

tion and so it is suitable for solving efficient ly general polynomial set.And it can be used for determining types

and existing conditions of solutions of a polynomial set.

Key words:polynomial set;elimination method;ascending polynomial set;decoupling of leading terms
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