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一个非定常自由边界问题解的存在 、唯一性
 

刘玉清 , 沃松林
(江苏石油化工学院 信息科学系 , 江苏 常州 213016)

摘要:推广了单晶拉制中的一个非定常自由边界问题, 考虑了解的存在唯一性。
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　　文献 [ 1] 讨论了单晶拉制中存在的如下自由

边界问题 , 得到了其解的存在唯一性:

 u
 t
+a (u)

 u
 x
=
 2u
 x

2 -cu (1)

u (x , 0)=1　　　0≤x ≤s (0) (2)

u (0 , t)=1　　　0≤t≤T (3)

 u [ s (t), t ]
 x +αu [ s (t), t ] =0

0≤t≤T (4)

a(u)=
d s
d t=θ1u[ s(t), t ] -θ2

 u(0 , t)
 x

0≤t≤T (5)

s (0)=s0 (6)

其中 c , α, θ1 , θ2 , s0 均为正常数 , 讨论区域为

Q={(x , t) 0<x <s (t), 0≤t≤T}

(任给 0<T <+∞)。

本文考虑 (4)式的更一般化情况 , 即以:

 u[ s(t), t]
 x

+f [ u(s(t), t)] =0 (7)

代替 (4)式 , 其中

f (z)∈C1 [ 0 , T ] , f (0)=0 , α≥

f′(z)>0 (8)

更进一步 , 以一般性的初值条件代替 (2)式:

u (x , 0)=φ(x) (9)

满足

φ(x)∈C
2+γ
[ 0 , s0] 　(γ∈ (0 , 1))

0≤φ(x)≤1 (10)

及相容性条件

φ(0)=1 , φ′(s0)+f (φ(s0))=0

(11)

首先 , 建立在自由边界满足一定条件的情况下

解的存在唯一性结论。

定理 1:若 s (t)∈ C
1
[ 0 , T ] 且 0≤﹒s (t)≤

M , 则问题 (1)式 (9)式 (3)式 (6)式 (7)

式存在唯一解 u (x , t)C
2 , 1 (Q)且有估计:

 u C2 , 1(Q)≤C φ C2+γ
[ 0 , s

0
] , C依赖于 ﹒s 0 。

证明:设 B ={u (s (t), t)∈ C
γ/2
[ 0 , T ]  

u (s0 , 0) =φ(s0)}, 任取 ν(s (t), t)∈ B ,

定义映射 Tν=u , 其中 u 是把 (7)式 f (u (s

(t), t))换为 f (ν(s (t), t))后得到的解 ,

作变换 y =s (t)-x , 但仍把变量记为 x , t 则

原问题变为:

ut =uxx-cu　0≤x ≤s (t), 0<t≤T

u (x , 0)=φ(s0-x)　0≤x ≤s0

u (s (t), t)=1　0<t≤T

ux (0 , t)=-f (ν(0 , t))　0<t≤T

(12)

由文献 [ 2] 知存在唯一解

u ∈ C
1+γ,(1+γ)/2 (Q),  u C1+γ, (1+γ)/2 ≤C ( φ

 C2+γ+ f (ν(0 , t)) Cγ/2 (13)

所以 , T∶B ※B 。为证 T 是连续映射 , 设 ν1 , ν2

∈B , 相应的解记为 u1 , u2 , 令 w =u 1-u2 , 则
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w 满足:

w t+﹒sw x=w xx -cw

w (x , 0)=0

w (0 , t)=0

w x (s (t), t)=f (ν2 (s (t), t))-

　　　f (ν1 (s (t), t))

通过作变换 , 一样由 (13)式的估计知 T 是

连续映射。由 C
1+γ,(1+γ)/2在 C

γ, γ/2中紧嵌入知 T

是紧映射 。对任给 σ∈ [ 0 , 1] , 问题:

u t+﹒sux =uxx-cu

u (x , 0)=σφ(x)

u (0 , t)=σ

ux (s (t), t) +σf (u (s (t), t))=0

同样有关于 σ的一致估计 , 由不动点定理 , T

存在 不动 点 , 即 原问 题有 解 u (x , t) ∈

C
1+γ,(1+γ)/2 (Q)。

下面给出解的进一步估计 。

首先 , 把 u ∈ C
1+γ,(1+γ)/ 2代入原问题 , 由鞋

带技术知 u ∈C2 , 1 (Q)∩ C
∞ (Q), 然后 由文献

[ 1] 中定理 1 知 0≤u ≤1 ,  ux ≤M 1 (M 1 依赖

于 ﹒s 0 ,  φ 0)。通过 uxx的估计 , 可以由方程得

到 u t的估计 , 为此要给出 uxx在 x=s (t)上的估

计。构造闸函数 Χ(x , t)=ux (x , t)+

∫
u(x , t)

0
f(z)dz -eλx(λ待定), 则 Χ(x , t)应满

足如下定解问题:

Χt+﹒sΧx-Χxx=-cux-

　　　cuf (u)-f′(u)u
2
x+λ(λ-﹒s)eλx

Χ(0 , t)=ux (0 , t)+∫
1

0
f(z)dz -1

Χ(x , 0)=φ′(x) +∫
φ(x)

0
f(z)dz -e

λx

Χ(s (t), t)=

-f (u (s (t), t)+∫
u(s(t), t)

0
f(z)dz -eλs(t)

由于 Χx (x , 0) =φ″(x) +f (φ(x))

φ′(x)-λeλx , 所以取 λ足够大可使 Χ(x , t)

在 x =s (t)上处处取到最小值 , 于是 Χx x=s(t)

≤0 , 此即 [ uxx +f (u)u x -λe
λx
]  x=s(t)≤0 ,

同 理 , 令: Χ ( x , t ) = ux ( x , t )

-∫
u(x , t)

0
f(z)dz +eλx , 可得到 [ uxx -f (u)ux

+λeλx]  x=s(t)≥0 , 于是得到 uxx (s (t), t)的

估计 , 从而再利用方程可得到 ut ≤M 2 , M 2 依

赖于 ﹒s 0 ,  φ 1 。

解的唯一性由极值原理可证 。

定理 2:自由边界问题 (1)式 (9)式 (3)式

(7)式 (5)式 (6)式的解存在且唯一。

证明:也是取 Banach空间中闭凸集:

Y ={s (t)∈ C
1
[ 0 , T ]  s (0)=s0 , ﹒s (0)

=θ1φ(s0)-θ2φ′(0), 0≤﹒s (t)≤θ1+hkθ2}

然后令 b (t) = s0 +θ1∫
t

0
u(s(τ), τ)dτ-

θ2∫
t

0

 u(0 , τ)
 x dτ= Fs(t), 则 ﹒b (t) =θ1u (s

(t), t) -θ2
 u (0 , t)
 x ∈ C

1
, 显然 , 和文献

[ 1] 中证法一样可得 F∶Y ※Y 及F 是紧映射以及

解的存在唯一性。
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Abstract:We discuss a nonstat ionary f ree boundary problem in crystal g row h , the existence and uniqueness is

proved.
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