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基于 B-样条插入图形显示算法的图象仿射变换
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摘要:图象进行放大 、 缩小和旋转是图象处理的一项基本任务 , 一般采用 B-样条插值来实现。应用 B-样条插入图形显示算

法于一般的图象仿射变换。提出的算法不用计算 B-样条函数的显式值 , 而是利用 B-样条的尺度关系计算采样点的值 , 具有

一致且简单的编码。通过对误差限的调节 , 可以得到不同精度的变换图象 , 计算时间随不同的精度而变化。
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　　在图象处理和应用中 , 对图象进行放缩和旋转

是一项基本工作 。医学图象 、 遥观图象和各种图象

处理软件中都会用到 。实质上 , 图象的放大 、缩小

和旋转都是仿射变换的特例。一般来讲 , 要从低分

辨率图象获得高分辨率图象 , 其最直接的方法就是

对图象进行灰度值的插值处理 。插值处理方法常用

的有多项式插值和样条插值。通过插值函数再重新

采样 , 达到图象处理的目的。从逼近理论上看 , 采

用样条函数插值有很多优点 。当曲面充分光滑时 ,

逼近阶随样条次数增加而增加 , 可以达到很高的逼

近阶。线性内插计算次数少 , 所用时间短 。但是 ,

线性内插对曲面逼近阶低 , 放大倍数稍大会出现马

赛克现象 , 视觉效果变差 。常用三次 B-样条进行

插值 , 作为图象的表达函数。三次 B-样条函数[ 1]

具有计算量小和较高的逼近阶 O (h 4), 其中 h 为

网格的最大直径 。三次 B-样条函数对图象逼近具

有很好的视觉效果。插值逼近一般利用三次 B-样

条函数的显式表达式计算函数值 。在此基础上 ,

Robert G.Keys 引入斜投影算子[ 2 ,3]达到了更好的

效果 。

数字图象是二维离散信号 , 对它插值可采用张

量积形式 。这里给出一维插值模型:设插值结点为

x i (i=0 , 1 , … , N), 节点处的函数值为 yi=

f (x i)(i=0 , 1 , … , N), Δx i=xi+1-xi (i=

0 , 1 , … , N -1), 则对于 x ∈ [ x 0 , xN ] , 插值

函数为

g (x)=∑
k
akS k (x)

其中 Sk (x)为插值基函数 , ak 为插值系数。

g (x)满足:

g (x i)=f (x i)　　i=0 , 1 , … , N

图象进行仿射变换需要利用图象的插值函数重

新进行采样。重新采样可直接计算插值函数的值。

对于 B-样条 , 可以利用其两尺度关系 , 不需要利

用 B-样条函数的显式表达式就可以把 g (x)在

结点二分处的值计算出来。这样就可以近似地计算

出在采样点的函数值。

1　图象的仿射变换

设仿射变换 φ∶R
2
※R

2
有

x
＊

y
＊ =

φ1 (x , y)

φ2 (x , y)
=

a11 a12

a21 a22

x

y
+

b1

b2

(1)

其中
a11 a12

a21 a22
≠0。

(1)式可以写成[ 4]

x
＊

y
＊ =

φ1 (x , y)

φ2 (x , y)
=
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r , s分别为 x , y 轴方向上的压缩率 , θ,  分别

为 x , y 轴的旋转角度。b1 , b2分别为位移。变换

就是图象绕 xoy 坐标下的点 (b1 , b2)旋转和变

形。一般让图象绕图象的中心旋转 , 即图象绕图象

所占区域的形心旋转。设图象所在区域为 D , 则

形心坐标为

xh =
 
D

yd xdy

 
D

d xdy
　　yh =

 
D

xd xdy

 
D

d xdy
(3)

仿射变换 (2)式的逆变换为

x

y
=
φ-11 (x ＊ , y ＊)

φ-12 (x ＊ , y ＊)
=

1
r
cos 

1
r
sin 

-
1
s
sinθ

1
s
cosθ

x
＊-b1

y
＊-b2

(4)

设图象的函数为 z =f (x , y)经仿射变换后为

z
＊=f (φ-11 (x＊ , y ＊), φ-12 (x＊ , y ＊))。

2　B-样条和两尺度关系[ 5]

定义　对于每个整数 m , m 阶且具有节点序

列Z 的基数样条空间S m 是满足 f (x) ∈ C
m-2 ,

对 x ∈ [ k , k +1] , k ∈ Z , f (x)∈πm-1的所

有函数的集合 , 即

f [ k , k+1] ∈πm-1 , k ∈ Z

其中 πm-1为次数不超过 m -1次的代数多项式的

集合 。

令 V
m
0 表示 Sm ∩ L

2 (R)的 L
2 (R)闭包;

S
i
m 表示具有节点序列 2-j

Z , j ∈ Z 的基数样条空

间;V
m
j 表示 S

j
m ∩ L

2 (R)的 L
2 (R)闭包 。因

此有 L
2 (R)的基数样条闭子空间的一个嵌套序

列:

… V
m
-1 V

m
0  V

m
1  … (5)

且满足

closL 2
(R)(∪

j ∈ Z
V

m
j )=L

2 (R)

∩
j ∈Z

V
m
j )={0}

(6)

m 阶基数 B-样条的定义:

Nm(x)=(Nm-1＊N1)=∫
1

0
Nm-1(x -1)dt m ≥2

(7)

其中 N1 (x)是区间 [ 0 , 1] 的特征函数 。

Nm (x)是 V
m
0 中的 m 阶基数样条函数。

{Nm (x)}构成了 V
m
0 的一组 Riesz 基。进一步

2
j
2 Nm (2

j
x -k)是 V

m
j 的一个 Riesz 基。因为

Nm (2
j
x)∈ V

m
j 和 V

m
j ∈ V

m
j+1 , 则

Nm (2
j
x)= ∑

∞

k=-∞
pm , kNm (2

j+1
x -k) (8)

其中 {pm , k , k ∈ Z}是 l
2中的某个序列。可得[ 1]

pm , k=
2
-m+1 m

k
　　　0≤k ≤m

0　　　　　　　　其它

(9)

m 阶基数 B-样条的两尺度关系[ 1]为

Nm (x)=∑
m

k=0
2-m-1 m

k
Nm (2 x -k) (10)

3　插入图形显示算法[ 5]和图象仿射变

换的实现

m 阶具有节点序列 2-j
0的一个基数样条函数

为

f j
0
(x)=∑

l
a
j
0lNm (2

j
0 x -l) (11)

其中 j 0是一个整数 。

对于任何预先指定的整数 j 1≥j 0 , 要求

f j
0

k

2
j
1
, k ∈ Z 的值 。对于每个 j≥j 0 , 使用记号

f j (x) =∑
l
a
j
lNm (2

j
x -l) (12)

利用两尺度关系公式 (10)和 f j+1 (x)=f j (x)

得

∑
l
a
j+1
l Nm (2

j+1
x -l)=∑

l
a
j
lNm (2

j
x -l)=

∑
l
a
j
l ∑

k
pm , kN (2

j+1-2 l-k)=

∑
l
{∑

k
pm , l-2ka

j
l}Nm (2

j+1
x -l)

得

a
j+1
l =∑

k
pm , l-2ka

j
l　l ∈Z (13)

计算 f j
0

k

2 j
1
, k ∈ Z 可用下面的公式

f j
0

k

2 j
1
=∑

l
a
j
1lNm (2

j
1
k

2 j
1
-l)=∑

l
a
j
1lNm (k -l)

=∑
l
wm , k-l a

j
1l (14)

其中 wm , k=Nm (k), k ∈ Z 。

式 (13)、式 (14)为插值图形算法的基本思

想 。

三次 B-样条容易计算得

·48· 江　苏　石　油　化　工　学　院　学　报　　　　　　　　　　　　　2002 年



p4 ,0 , p4 , 1 , … , p4 , 4 =
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1
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(15)

实现数字图象的仿射变换 , 就是一个重采样显

示的过程 。设原图象所在区域为 Ψ, 原图象变换

后的所在区域为 Ψ′。设 (x ＊0 , y
＊
0 )∈ Ψ′,

x 0

y0
=

1
r
cosθ

1
r
sin 

-
1
s
sinθ

1
s
cos 

x
＊
0 -b1

y
＊
0 -b2

则 (x 0 , y 0)∈ Ψ。把 Ψ上的离散结点作为 B -

样条插值节点 , 这些点的灰度值作为被插函数的函

数值 , 可求出 B-样条插值函数 B f (x , y)。变换

后图象在 (x ＊0 , y
＊
0 )处的灰度值取 B f (x 0 ,

y 0)。点 (x 0 , y 0)就是重采样点 。仍就一元函数

为例说明利用插值图形算法计算重采样点的值。对

于每 个 x 0 , 必 可 以 找 到 j 1 ≥ j0 和 k 使

k
2 j

1
-x0 ≤δ, 其中 δ为给定的误差 。 f j

0

k
2 j

1
的

值作为 f (x 0)的近似值。进一步就得到 x
＊
0 处的

灰度值。 f j
0

k

2
j
1
有式 (13)、式 (14)计算 。实际

应用中采用双三次 B-样条来进行插值 。选择合适

的误差 δ得到清晰的变换图象 (接近三次 B-样条

显式计算)。

4　实验结果和分析

实验以128×128的woman2.f ig 进行变换 , δ

=0.5。图 1为原图 , 图 2 ～ 图 6是各种变换结果 ,

图 2 、 图 3 、 图 4 和原图比较没有什么明显退化 ,

图 5 、图 6的图象有一些平滑效果 , 图 7是利用双

线性插值旋转再放大的结果 , 图 5效果比图 7的要

好。总之 , 利用 B-样条的插值图形显示算法进行

图象仿射变换 , 可以得到质量有保证的高分辨变换

图象 , 且计算次数比 B-样条显式少 , 计算机上容

易实现 , 具有实际应用价值。

图 1　原图

图 2　r=1.2 , s=1 , φ=π/ 4 , θ=π/ 6

图 3　φ=θ=π/ 4 , r=0.6 , s=1

图 4　φ=θ=π/ 4 , r=1.5 , s=1

图 5　φ=θ=π/ 6 , r=s=1.5
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图 6　φ=θ=π/ 6 , r=s=2.5

图 7　双线性插值 φ=θ=π/6 , r=s=1.5
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Image Affine Transform with B-spline Interpolatory Graphical Display Algori thm
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Abstract:Affine transform of image is a basic task in image processing.The B-spline interpolatory funct ion

is generally adopted in the algo rithms of image affine t ransfo rm.In this paper we applied B-spline interpolatory

g raphical display alg orithm to image affine t ransform.New alg orithm need not directly compute values of B-

spline interpolatory function , the values were computed using B-spline scaling relation on sampling points ,

which had simple and unifo rm coding.Various deg rees of accuracy of image affine t ransfo rm can be achieved

and the t ime of computing can be controlled by setting dif ferent error bound.

Key words:B-spline;image;af fine transform;enlargement
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