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GMRES (m)算法停滞情形的一种处理方法
 

徐明华 , 许　波
(江苏石油化工学院 信息科学系 , 江苏 常州 213016)

摘要:GMRES (m)算法是解大型非对称线性方程组的常用算法 , 然而该算法在解方程组时 , 可能发生停滞。为了克服这一

缺陷 , 文中提出了一种在 GM RES (m)算法发生停滞时的处理方法。
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　　GMRES (m)算法
[ 1]
是解大型非对称线性方

程组

Ax=b (1)

的最常用算法之一[ 2] , 其中 A ∈ R
n×n非奇异 , x ,

b ∈ R
n 。然而当 A 为非正实矩阵时 , GMRES

(m)可能停滞[ 1] 。

针对这一问题 , 文献 [ 3 ～ 12] 提出许多处理

方法 , 如文献 [ 3] 提出了基于保存再开始算法过

程中的一些有用信息 , 从而近似得到系数矩阵 A

的一些小特征值对应的特征向量 , 将其加到 Kry lov

子空间 , 以提高 GMRES (m)的收敛速度。文献

[ 4] 提出了基于对再开始 GMRES算法已得 Kry lov

子空间的适当保留与舍弃 , 来优化再开始算法所得

的新的 Kry lov 子空间 , 以此来提高收敛速度 。文

献 [ 5] 提出了自适应的预条件的 GMRES (m)

算法以提高GMRES (m)的收敛速度 , 等等。

本文就 GMRES (m)算法停滞时 , 对方程组

(1)给出了一种计算量和内存增加都不大的自适应

预处理方法 , 为方便起见称该算法为 PGMRES

(m)。

1　PGMRES (m)介绍

1.1　算法 PGMRES (m)的基础

设算法 GMRES (m)解方程组 (1)得到近

似解 x s 时发生停滞 , 相应的残量设为 r s =b -

Ax s , 则有 r s⊥span {Ar s , A
2
r s , …, A

m
r s}成

立 。为了避免停滞 , 在上述计算的基础上 , 针对

r s , x s 我们考虑线性方程组

QAx =Qr s (2)

其中 Q 为一与 r s 有关的待定的非奇异矩阵 , 易见

Q 的适当选取 (如:Q =AT)可以保证 GMRES

(m)应用于方程组 (2)收敛。

为了节省存储单元及计算量 , 不破坏原来方程

组的条件 。本文 Q 选取为 Householder 矩阵 。利用

n 阶 Householder 矩阵用 n 维向量即可以实现保存

以及其与向量相乘的工作量为 2n +1次乘法和 n

次减法的优点来节省存储单元及计算量。

结论 1　存在 n 阶 Householder 矩阵 Q 使得

GMRES (m)应用于 (2)时 , 所得的残量下降 。

证明:令 Qr s=r , QA=B , 于是方程组 (2)

转化为

Bx =r (3)

为了保证 GMRES (m)应用于 (3)所得残

量下降 , 我们取 Householder变换 Q 使得
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r
T
Br>0 (4)

而 r
T
Br = (Qr s)

T
QAQr s = r

T
s AQr s =

(A
T
r s)

T
Qr s 。

据Householder矩阵的性质我们可以选取

w =
A

T
r s

‖AT
r s‖2

-
r s

‖r s‖2
, w ∶=w/ ‖w ‖2 ,

令 Q=I-2ww
T ,

则向量 Qr s 平行于向量 A
T
r s , 从而有 (4)式

成立 , 即 GMRES (m)应用于 (3)式时残量必

下降 , 结论成立 。

结论 2　方程组 (2)与方程组 (1)具有相同

的条件数 。

证明从略。

值得说明的是为了保证不会出现新的停滞现

象。Q 应根据所得残量变化情况作相应变化 。至

此我们可以给出具体的算法过程如下。

1.2　PGM RES (m)

PGMRES (m)算法

(1)选取 x0 并计算 r0 =b-Ax 0 及 β = ‖ r0

‖2 , v 1=r0/ β

(2)若 r0 在空间 span {Ar0 , A
2
r 0 , … ,

A
m
r0}上的投影在给定精度下不为 0 , 则

①迭代:对 j=1 , 2 , …, m , 做

h i , j=(Av j , vi), i=1 , 2 , …, j

vj+1=Avj-∑
j

i=1
h i , jv i

h j+1 , j =‖ vj+1 ‖2 , 且

vj+1=v j+1/ hj+1 , j

②形成近似解:xm=x0+Vmym , 其中 y =ym

∈R
m 使 ‖ βe1 -Hmy ‖2 极小 , Vm = [ v 1 , v 2 ,

…, vm ] , Hm 为 (m +1)×m 矩阵 , 其非零元

素由步骤 (2)①得到 , e1 为 (m +1)× (m +

1)阶单位阵的第一列。

③再开始:计算 rm ∶=b-Axm , 如果满足要

求则停止 , 否则 , x 0∶=xm , β∶=‖ rm ‖2 , v 1∶

=rm/ β , 转 (2)。

(3)若 r0 在空间 span {Ar0 , A
2
r 0 , … ,

A
m
r0}上的投影在给定精度下为 0 (在算法实现

时 , 若 r T
0 Ar0 小于某一接近于零的正数 , 则可近

似认为 r0 在空间 span {Ar0 , A
2
r 0 , … , A

m
r0}

上的投影在给定精度下为 0), 则计算 w ∶=

A
T
r0

‖AT
r0 ‖2

-
r0

‖r0 ‖2
, w ∶=w/ ‖ w ‖2 , v 1 ∶=

v 1-2 (w
T
v 1)w 。

④迭代:对 j=1 , 2 , … , m , 计算

h i , j =(QAvj , v i), i =1 , 2 , …, j (其中

QAvj=Av j-2 (w
T
Avj)w)

v j+1=QAv j-∑
j

i=1
h i , jv i

h j+1 , j=‖v j+1 ‖2 , 且

v j+1=vj+1/ h j+1 , j

⑤形成近似解:xm ∶=x 0+Vmym , 其中 y ∶

=ym ∈ R
m 使 ‖ βe1 -Hmy ‖2 极小 , Vm = [ v 1 ,

v 2 , …, vm] , Hm 为 (m +1)×m 矩阵 , 其非

零元素由步骤 (3) ④得到 , e1 为 (m +1) ×

(m +1)阶单位阵的第一列 。

⑥再开始:计算 rm∶=b-Axm , 如果满足要

求则停止 , 否则 , x 0∶=xm , β ∶=‖ rm ‖2 , v 1∶

=rm/ β , 转 (2)。

说明:如果 h j+1 , j=0 即算法出现中断 , 则由

文献 [ 1] 知此时我们可以得到方程组 (1)的精确

解 。

1.3　算法分析

由上可知每确定一次 Q , 我们需计算一次 A

的转置与向量的乘法 , 而且每个 Q 均可用一个向

量来保存 。在计算量上 , 通过比较可知 , 用 GM-

RES (m)解线性方程组 (1)与 (2)的主要区别

在于矩阵 A 、 B 与向量相乘的工作量不同 , 每相

乘一次后者比前者增加次乘法及 n 次减法。因此 ,

用这样的代价来保持 GMRES (m)算法的优点 ,

并避免停滞无疑是值得的。

2　数值实验

在这一段里我们将给出两个数值例子来验证

PGMRES (m)在 GMRES (m)停滞时的收敛效

果 。

例 1　设线性方程组 (1)中 A =Toeplitz [ 1 , -

3 , 1 , 1 , 1] ∈R
300×300 , 其中有下划线的元素是

矩阵的主对角元 。取 b =A [ 1 , 1 , …, 1] T , x 0

= [ 0 , 0 , … , 0]
T
。用 R es =log10 (‖ b -Axm

‖2/ ‖b ‖2)表示相对残量范数的对数 , 图 1 给出

了算法 GMRES (5)与 PGMRES (5)解此线性方
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程组再开始次数 K 和相对残量范数的对数R es的关

系。

图 1　K 与R es的关系

例 2　同上例 , 若 A =Toeplitz [ 1 , -2 , 1 , 1]

∈R
300×300 , 其中有下划线的元素是矩阵的主对角

元。仍取 b =A [ 1 , 1 , …, 1] T , x 0 = [ 0 , 0 ,

…, 0] T 。图 2给出了算法 GMRES (5)与 PGM-

RES (5)解此线性方程组再开始次数 K 和相对残

量范数的对数R es的关系。

图 2　K 与R es的关系

　　值得说明的是 , 大量数值实验表明算法 PGM-

RES (m)在许多情形下的确能避免算法 GMRES

(m)的停滞现象 , 但也存在一些问题 , 使得

PGMRES (m)收敛的较慢 。
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A Method for Handling the Stagnation of GMRES (m)

XU Ming-hua , XU Bo

(Department of Info rmation Science , Jiang su Insti tute of Pet rochemical Technology , Changzhou 213016 , Chi-

na)

Abstract:GMRES algori thm is popular for solving large nonsymmetric linear equations Ax =b.It is restarted

to reduce storage and comput ing costs.However , it is possible to show that the restarted GMRES method may

not converge , i.e.being stationary.To remedy this dif ficulty , a new method by means of choosing a proper

matrix Q and solving linear systems QAx=Qr s , where r s=b-Ax s , is discussed in this paper.

Key words:GMRES (m);Kry lov subspace;nonsymmetric linear systems
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