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人口有增长的具有暂时免疫的
流行病模型 (SIRS 模型)

 

沃松林 , 许　波
(江苏石油化工学院 信息科学系 , 江苏 常州 213016)

摘要:研究人口有增长的 , 具有暂时免疲的流行病模型 (S IRS模型)的平衡点存在性 、 全局渐近稳定性和解的有界性。
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　　1927年 , Kermack 和 Mckendrick 提出的 SIR

模型是经典的流行病模型 , 以后一些学者对其进行

了各种不同形式的推广 , 也有一些流行病 , 患者感

染后成为潜在病毒携带者 , 以后即使不与病人接触

也会由于某些因素的刺激而复发 , 如单纯疱疹病毒

HSV可以在人体神经组织内长期潜伏 , 以后遇到

各种非特异性刺激如发热 、寒冷 、 月经等及某些病

毒感染复发 , 文献 [ 1] 建立并分析了具有线性接

触率的人或动物种群中疱疹感染的数学模型 。本文

研究人口有增长的 , 具有暂时免疲的流行病模型

(SIRS模型)。

假设某地区人群分成 3 类:S 类:易感染者

(Susceptible)类 , 是在这一地区未得病者 , 假若让

其与得病者接触 , 就容易受传染而得病的人 。 I

类:染病者 (Infective)类 , 是在这一地区已染上

传染病的人 , 让他与易感染者的人接触 , 即可把病

传染给易感染者 。R 类:消除者 (removed)类 ,

是在这一地区因为染病病愈具有暂时免疫能力的

人。

为讨论方便起见 , 我们不妨假设:①系统是封

闭的 , 没有迁移 。②新出生者属于 S (t)类 。易

感染者由于受传染病的影响 , 其人数随时间的变化

的变化率与当时受感染患者的人数和当时染病者的

人数之积成正比 。从染病者到消除者的速度与当时

染病者的人数成正比。 ③传染病病愈之后 , 具有暂

时免疫力 , 以后还会受疾病的感染。 ④3类人群的

自然死亡率均为 b;出生率均为 a;β , γ, v 分别

表示接触率 、传染失去率 、 免疫失去率。 ⑤不考虑

因传染病而死亡。

框式为:

建立数学模型为:

dS
dt
=-βS I -bS +a (S +I +R)+vR

dI
dt
=βSI -(b+r) I

dR
dt
=rI-(b+v)R

(E)

记总的人口数为 N (t)=S (t)+I (t)+

R (t), 易知 N (t)满足方程:

dN
dt =(a-b)N
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从而:N (t)=N0e
(a-b)t

(N0=N (0)为 t=0时的人口总数)

系统 (E)可化为:

d I
d t
=βI [ N 0e

(a-b)t-I -R ] -(b+r) I

dR
d t
=rI -(b+v)R

(E)1

记 x (t) =I (t), y (t) =R (t)系统

(E)1化为:

d x
d t
=βx [ N0e

(a-b)t-x -y] -(b+r) x

dy
dt
=rx -(b+v) y

(1)

由生态意义 :只须对系统 (1)在 Ψ={(x ,

y)∶x ≥0 , y ≥0}内讨论 。这里:N 0 , a , b ,

r , v 均为正数。

记:x
＊=
βN0-(b+r)

β 1+
r

b+v

, y
＊=

r
b+v

x
＊

(x (t), y (t))是系统 (1) t=0 以 (x 0 ,

y 0)为正初值的轨线 。

定理 1:若 a≤b , 则:系统 (1)的一切正初值的

正半轨线有界。

证明:对任意 (x 0 , y0), x0 >0 , y 0 >0 , 显然:

x (t)≥0 , y (t) ≥0。

取 M 1=max {N0 , x0}>0 ,

　M 2=y 0+
rM 1

b+v
>0 , 由

d x
d t x=M

1

=

x [ β (N0e
(a-b)t-x -y)-(b+r)] x=M

1
≤

x [ β (N0-x -y)-(b+r)] x=M
1
<0

(当 t>0),

从而:0≤x (t)≤M 1

又有:
dy
d t
=rx -(b+v) y

d
dt
(y (t)e(b+v)t)=rxe(b+v)t≤rM 1e

(b+v)t

不等式两边 t 从 0到 t 积分 (t>0)得到:

y (t)≤y0e
-(b+v)t

+
rM 1

b+v (1-e
-(b+v)t

)≤M 2

即:0≤y (t)≤M 2

所以 , 当 a ≤b 时 , 系统 (1)的一切正初值的正

半轨线有界。

定理 2:当 a =b 时 , 系统 (1)在 Ψ内不存在闭

轨线。

证明:当 a=b时 , 系统 (1)化为:

d x
dt
=βx [ N0-x -y] -(b+r)x=P(x , y)

dy
d t =r x- (b+v) y =Q (x , y)

(2)

取 B (x , y)=
1
x
, 因为:

Div (BP , BQ)=-β-
b+v
x
<0

由 Dulac定理知道
[ 2]
:系统 (1)在 Ψ内不存

在闭轨线。

对系统 (2)经过简单计算可知[ 3] :①当 βN 0

-(b+r)≤0时 , 系统 (2)在 Ψ内只有一个平

衡点 O (0 , 0), 它是稳定的 。 ②当 βN0 -(b +

r)>0 时 , 系统 (2)在 Ψ内有两个衡点 O (0 ,

0), M
＊ (x ＊ , y ＊), 且 O (0 , 0)为鞍点 , M

＊

(x ＊ , y
＊)为稳定的。

推论:当 a =b 时 , 系统 (1)在 Ψ内有:①当

βN0-(b +r) ≤0 时 , O (0 , 0)全局渐近稳

定 。②当 βN 0-(b+r)>0时 , M
＊
(x

＊
, y

＊
)

全局渐近稳定。

定理 3:当 a<b时 , 有: lim
t※+∞

x (t)=0 , lim
t※+∞

y

(t)=0

证明:由
1
x
d x
d t
=β [ N0e

(a-b)t -x -y] -(b +

r)

等式两边 t 从 0到 t 积分得到:

ln
x
x 0
=
βN0

b-a
(1-e(a-b)t)-β∫

t

0
(x +y)d t-(b+

r)t

所 以:0 ≤ x = x 0e
-(b+r)t · e

βN
0

b-a
(1-e

(a-b)t
) ·

e
-β∫t

0
(x+y)d t

有: lim
t※+∞

x (t) =0 且 0≤ x ≤ x 0e
-(b+r)t·

e
βN

0
b-a

又由
dy
dt
+(b+v) y =rx ≤rx 0e

-(b+r)t·e
βN

0
b-a

有 [ e
(b+r)t

y (t)]′≤r x0e
(v-r)t

·e
βN

0

b-a

不等式两边 t 从 0到 t 积分 (t>0)得到:

①当 v ≠r 时 , 0 ≤y (t)≤ y0e
-(b+v)t +

rx0
v -r

e
βN

0
b-a (e-(b+r)t-e-(b+v)t)
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②当 v = r 时 , 0 ≤y (t) ≤y 0e
-(b+v)t +

rx 0e
βN

0

b-ate-(b+v)t

所以:lim
t※∞

y (t)=0

引理:当 a>b 时 , 系统 (1)不存在周期解 。

证明:(反证法)设系统 (1)有周期解 Γ, 它的最

小正周期为 T >0

由
1
x
d x
dt
=β [ N0e

(a-b)t-x -y] -(b+r)

沿 Γ积分:

0=
βN 0

b-a
(e n(a-b)T -1)-β∫

nT

0
(x +y)d t -n

(b+r)T (对任意自然数 n) (3)

又:r∫
nT

0
xd t =(b+v)∫

nT

0
ydt =nr∫

T

0
xd t代入

(3)式有:

βN0

b-a
(e n(a-b)T-1) -nβ 1+

r
b+v ∫

T

0
xdt -n

(b+r)T =0 (对任意自然数 n 成立) (4)

又:lim
n ※∞

e
n(a-b)T

-1
n

=+∞与 (4)式矛盾 。

所以当 a >b时 , 系统 (1)不存在周期解。

定理 4:当 a >b 时 , 有 lim
t※∞

x (t)=+∞, lim
t※∞

y

(t)=+∞

证明:由
1
x
d x
d t
-
β

b+v
dy
dt
=βN 0e

(a-b)t -βx -
rβ

b+v

x -(b+r)

从而
1
x
d x
d t
+β 1+

r
b+v

x =
β

b+v
dy
dt
+βN0e

(a-b)t

-(b+r)

等式两边 t 从 0到 t 积分得到:

ln x
x 0
+β 1+ r

b+v ∫
t

0
xdt = β

b+v
(y -y0) +

βN0

a-b
(e(a-b)t -1)-(b+r) t

由: lim
t※+∞

βN 0

(a-b) t
(e
(a-b)t

-1)-(b+r) =

+∞得:

x (t)≥0 , y (t)≥0 ,

lim
t※+∞

βN 0

a-b
(e(a-b)t-1)- (b+r) t =+∞

所以:

lim
t※+∞ ln

x
x 0
+β 1+

r
b +v∫

t

0
xdt =+∞ (5)

假设 x (t)有界 , 即 x (t) ≤M , M >0 ,

由
dy
dt
+(b+v) y=rx ≤rM 可得:

0≤y (t)≤y 0e
-(b+v)t +

rM
b+v

(1-e-(b+v)t)

从而 y (t)有界 。所以存在 T 0 >0 , 当 t>T 0 时

有

β [
1
2 N0e

(a-b)t
-x -y] -(b+r)≥0

而d x
d t
=x {β [ N0e

(a-b)t-x -y] - (b+r)}≥

β
2
N0e

(a-b)t
x

从而 x (t) ≥

x(T 0)exp
βN 0

2(a-b)[ e
(a-b)t

-e
(a-b)T

0] ※+∞

(t ※+∞)矛盾 。

即 x (t)无界 , 从而 lim
t※+∞

x (t)=+∞

又由
dy
d t +(b+v) y =rx 可得:

0≤y (t)=y 0e
-(b+v)t +e-(b+v)t∫

t

0
x(s)e(b+v)sds

由 L′Hospital法则可得: lim
t※+∞

y (t)=+∞。
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SIRS Epidemiological Model with Population Growth

WO Song -lin , XU Bo

(Department of Info rmation Science , Jiang su Insti tute of Pet rochemical Technology , Changzhou 213016 , Chi-

na)

Abstract:Since Kermack and Makenclrick put forw ard the classical epidemiological model(SIR), many peo-

ple have popularized thei r model.In this paper , we studied the SIRS epidemiological model w ith populat ion

g row th.We analy zed the relat ions betw een those w ho are susceptible , the infected and the removed , and ob-

tain the equilibrium point existence , their global asymptotic stabili ty and bounded solutions.

Key words:SIRS epidemiological model;equilibrium point;global asymptotic stability;bounded
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