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正则环和广义优越扩张
 

赵志新
(江苏石油化工学院 信息科学系 , 江苏 常州 213016)

摘要:设 S 是R 的广义优越扩张。讨论了 R 的性质对 S 的影响及 S 的性质对 R 的影响 , 并利用新的结果改进和推广了一些已

知的结论。
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　　优越扩张是环的一类重要扩张 , 它包括了环

R 上的全矩阵环以及环 R 与有限群 G (这里│G

│-1 ∈R)的斜群环 R
＊
G 。关于优越扩张的研究

已出现了许多重要的成果 。我们在文献 [ 1] 中叙

述过。本文继续文献 [ 1] 探讨在广义优越扩张下

环 R 与环S 的性质的相互关系。

设环 R 是环S 的子环 , 且 R 和S 具有相同的

单位元 , 如果存在有限集 {a1 , a2 , … , an) ∈

S , S =∑
n

i=1
a iR , a iR =Ra i (i=1 ～ n), 称 S 是环

R 的有限正规扩张 。Shamsuddin A 在文献 [ 2] 中

研究了此种扩张下模及同调维的几个结论。

环扩张 S ≥R 称为广义优越扩张如果 S 是 R

的有限正规扩张且满足:S 是投射的即 Ns≤Ms ,

如 NR│M R 则有 Ns│Ms 。

1　结　论

下面的命题可见文献 [ 1 , 2] 。

命题 1　S 是 R 的有限正规扩张 , 则

(1)R -模 M 是平坦的当且仅当M  S 是 S

-平坦;

(2)S R 是平坦 , Ms是平坦 , 则 MR 平坦。

命题 2　S 是环 R 的广义优越扩张 , 则

(1)Ms 作为 R -模是平坦的 , 则 MR 平坦

的;

(2)S -模 M 是投射R -模 , 那么 Ms是投射

S -模;

(3)SR 平坦 , 则 Ms是内射当且仅当MR 内

射的。

环 R 称为右SF-环如果任一单 R -模都是平

坦的 , 下面的结论是文献 [ 3 , 4] 的推广 。

定理 3　S 是环 R 的广义优越扩张 , SR 是平坦的 ,

则 S 是 SF -环当且仅当 R 是右 SF-环。

证明:如 R 是右SF -环及 Ms 是半单 S -模由文

献 [ 4] 知 MR 是半单的 , 亦即 M R 是平坦的 , 从

而 M S 平坦的而Ms≌QS , QS │ (M  S) s ,

即 Ms平坦 , 即有 S 是右 SF-环。

反之如 S 是右 SF-环及 I 是R 的最大右理想

则S/ IS 是半单S -模 , 从而 S/ IS 是平坦 S -模 ,

从而亦即 S/ IS 是半单的平坦 R -模 , 即有 R/ I

是平坦R -模 , 就有 R 是右 SF -环 。

命题 4　S 是环R 的广义优越扩张 , Ms 是P -内

射的 , 则 MR 是P-内射的 。

证明:I=aR 是R 的右理想 。 f :I ※M 是R -同
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态。令 J =Ia1+…+Ian =aS 是右理想 , 作映射

F :J ※M , F ∑
n

i =1
x iai =∑

n

i=1
f (x i)a i ,

显然 F 有定义。 S =∑
n

i=1
a iR , r ja j ∈ S , a iR =Rai ,

F ∑
n

i=1
xia i r ja j =F ∑

n

i=1
x ir jaia j (1)

而 aia j ∈ S =∑
n

i=1
Rat , aia j=∑

t
r ijta t 。则

(1) =F ∑
i
xir′j ∑

t
r ijtat =

F ∑
i
∑
t
xir′jr ijta t =∑

t
f ∑

i
x ir′jr ijt at=

∑
t
∑
i
f (x i) r′jri jtat =∑

i
f (x i)a ir jaj

即 F 是 S -同态。由 Ms是P-内射 , 知存在 S -

同态 G:S ※Ms 使得G =F 。易知 G :R ※M 即

为 f 的扩张。

定理 5　S 是环R 的广义优越扩张 , 则 S 是 SPI-

环 , 则 R 是 SPI-环。

证明:I 是R 的极大右理想 , 则 S/ IS 是半单S -

模 , 亦即 S/ IS 是半单 P -内射 S -模 , 由命题 4

知 S/ IS 是半单 P -内射 R -模 , 而 R/ I 可嵌入

S/ IS 中 , 从而 R/ I 是P-内射的。那么 R 是 SPI

-环 。

2　主要结论

Rege M.B.在文献 [ 5] 中引入了 SF -环并

就SF-环与正则环的关系展开了讨论 , 在注 4.13

指出 R 是拟 duo 环如 Mn (R)SF -环则 Mn

(R)是正则环。刘仲奎在文献 [ 3] 探讨了此问

题 , 下面的结论是这些结论的推广 。

定理 1　S 是拟 duo 环 R 的广义优越扩张 , SR 平

坦。则有如下的等价:

(1)S 是右 SF -环;

(2)S 是右 V-环;

(3)S 是右 SPI-环;

(4)S 是 Von Neumann正则环 。

证明:(2)※(3), (4)※(1)显然。设 S 是右

SF-环 , 则由定理 3知 R是右 SF-环 , 故由文献

[ 5] 知 R 是右 V -环 , 下面证 S 是 V -环 , 设 Ms

是单右 S -模 , 由文献 [ 1] 知 MR 是单右 R -模 。

由 R 的性质知M R 是内射 R -模 , 由文献 [ 6] 知

Hom (SM) s是 S -内射的 , 而

Ms≌Qs , Qs│Hom (SM) s ,

Ms是内射的 S -模 , 即 S 是 V -环。此即 (1)

※(2)。下证 (3)※ (4), 设 S 是右 SPI-环由

定理 5知 R 是右 SPI-环 , 由文献 [ 5] 知 R 是正

则环 , 再由文献 [ 1] 知 S 是正则环。

推论 2　S 是拟环R 的几乎优越扩张 , 则有下列等

价:

(1)S 是右 SF-环;

(2)S 是右 V -环;

(3)S 是右 SPI-环;

(4)S 是 Von Neumann正则环。

推论 3　R 是拟 duo环 , 则有如下的等价:

(1)Mn (R)是右 SF -环;

(2)Mn (R)是右 V-环;

(3)Mn (R)是右 SPI-环;

(4)Mn (R)是 Von Neumann正则环 。

进一步我们有:

定理4　S 是R 的广义优越扩张 , R 的不可分解商

环是拟 duo 环 , SR 是平坦的 , 则 S 是右 SF-环 

S 是 Von Neumann正则环。

证明: 显然。反之 , S 是右 SF -环 , 如 S 不是

正则环亦即R 不是正则环 , 那么存在 p ∈ R , p  

pRp 。

Q ={I │I 是R 的理想 , p  pRp +I}

易知 Q 是归纳集 。由 Zorn引理存在极大元 A , 且

R / A 是不可分解 。如

R
A
=
M
A
+
N
A
, N A , M  A , M ∩ N=A , M  

Q , N  Q 。 x , y , p -pxp ∈ N , p =p (x +

y -xpy)p ∈ p-pxy- (p-pxp)yp ∈ M =p-

pyp-px (p -pyp)∈ N

即 p -p (x +y -xpy) p ∈ M ∩N =A , p  pRp

+A 矛盾 , 从而 R/ A 不可分解 , 由 R / A 是拟

duo 环及 R 是右 SF -环。由文献 [ 5] 知 R/ A 正

则环 , A ∈ Q ∧ A  Q 矛盾 , R 正则环 , 亦即 S

是正则环。

推论5　S 是环R 的几乎优越扩张 , R 的不可分解

商环是拟 duo 环 , 则 S 是右 SF -环  S 是 Von

Neumann正则环。

推论 6 　R 的不可分解商环是拟 duo 环 , 则 Mn
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(R)是右 SF-环 Mn (R)是 Von Neumann 正

则环 。

此推论是文献 [ 5] 注 4.13推广。
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Regular Rings and Generalized Excellent Extensions

ZHAO Zhi-xin

(Department of Info rmation Science , Jiang su Insti tute of Pet rochemical Technology , Changzhou 213016 , Chi-

na)

Abstract:S is a generalized excellent ex tension of ring R .We obtained the relations betw een the properties of

the ring S and R .Moreover , and the relations of SF-property and regularity.
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