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Emden-Fow ler型差分方程的非振动解
 

吴春青
(江苏石油化工学院 信息科学系 , 江苏 常州 213016)

摘要:Emden-Fowler型差分方程是一类具有广泛应用的方程 , 利用不动点定理得到了这种差分方程的无界非振动解的存在性

和渐近性质。
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　　广义的 Emden-Fow ler微分方程是指形如:

d
dt

p (t)
d u
d t

+q (t)u
γ=0 , t≥0 (1)

的方程 , 这里 p (t), q (t)为连续的正值函数 ,

γ为大于 0的实数 。在气体动力学 , 流体力学 , 核

物理等许多领域 , 一些问题的模型均可化为该方

程。人们感兴趣的是该方程解的振动性及渐近性

质。方程 (1)通过系数变化
[ 1]
可化为如下的简单

形式:

d2

d x 2 x +a (t) x
γ=0 , t≥0 (2)

微分方程的解反映的是一个连续的变化过程 ,

而差分方程的解则反映一个离散的变化过程 。这两

者在实际中均有重要地位和各自的特殊性。我们以

下讨论方程 (2)的离散形式:

Δ
2
xn +anx

γ
n+1=0 (3)

的解的振动性 。这里 Δ为前向差分算子 , 即 Δyn =

y n+1-yn 。一个解称为非振动的 , 即是若 n 充分

大时有 y n >0 (or<0)恒成立 , 反之称为振动的 。

方程 (3)的解的振动性的一些结果可参看文献

[ 2] , 更高阶的情形可参看文献 [ 3] 。在文献 [ 2]

中 , 在 γ>0 , an>0 , n≥N (N 为某自然数)的

条件下 , 作者给出了方程 (3)有一个有界非振动

解的充要条件是 ∑
∞

nan <∞。后文中我们给出方程

(3)有无界的非振动解的条件及这种解的渐近性

质 。

1　主要结论

引理:设 u , v ∈ [ a , b] , a >0则有

u
γ
-v

γ
<Mγ u-v 

这里 M 为正常数。

证明:对 f (x) = x
γ在 [ a , b] 上应用 La-

grange中值定理 , 有

 f (u)-f (v) = f′(ζ)  u-v =γ 

ζ
γ-1
  u-v 

由于 ζ∈ (a , b), a>0 , 存在常数 M 使得 ζγ-1

 ≤M 。证毕 。

定理:设 γ>0 , an>0 , n 为自然数 , 则当

∑
∞

(n +1)
γ-1

an <∞ (4)

时 , 方程有一个无界的非振动解 。且该解满足渐近

性质

lim
n※∞

x n

n
=α, α≠0 (5)

这里 α≠0为由初始条件决定的常数 。

证明:考虑由无穷数列 Y ={y n}, n ≥N 按范数

‖ Y ‖ =sup
n≥N
{yn/ n}构成的 Banach空间 B 。这里

N 为待定的自然数 。取空间 B 的一个有界闭子集

S :
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S = {Y ={yn}∶1/4≤y n/ n≤1/2 , n≥N}

(6)

定义映射 T∶S ※B 为:

Tyn=
n
2 -n ∑

n-2

i=N-1
a iy
γ
i+1-∑

∞

i=n
ia i-1y

γ
i (7)

直接验证可知 , 当 Z = {zn}, n ≥N 为方程 (7)

的不动点时 , Z 为方程 (3)的解 。下面证明 T 为

闭子集 S 上的压缩映射 。由式 (4)及方程 (7)

易有 Tyn ≤n/2 , n ≥N 。又

Tyn ≥
n
2
-n ∑

n -2

i=N -1
ai

i+1
2

γ

-∑
∞
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2

γ
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1
2
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γ

-
1
n
∑
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iai-1

i
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γ

由式 (4), 可取 N1 , 使得

∑
∞

i=N
1
-1
a i

i+1
2

γ

≤
1
8
, n≥N1 (8)

则 n ≥N1 时 , 有 Tyn ≥n/4。于是 TS  S 。再取

Y , Z ∈ S , 则

1
n
 Ty n-Tzn ≤ ∑

n-2
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a i y

γ
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γ
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1
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∑
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γ
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再由 (4)式 , 可取 N2 (≥N1), 使当 n ≥N2 时

有 ∑
∞

i=N
2
-1
a i (i+1)

γ
≤

1
4Mγ, 代入 (9)式 , 有

1
n
 Ty n-Tzn ≤

Mγ
1

4Mγ
+

1
4Mγ

‖Y -Z ‖ =
1
2
‖ Y -Z ‖

于是 ‖ TY -TZ ‖≤
1
2
‖ Y -Z ‖ , n ≥N 2 , 从而

T 为压缩的 。取 N =max {N1 , N 2}由不动点定

理 , 存在 X = {xn}, n ≥N 为 T 在 S 内的不动

点 , 即 X 为方程 (3)的解 。再由式 (6)易知 X

为无界的且非振动 。存在性证毕 , 下证渐近性质。

从存在性的证明可知 , 我们可取空间的闭子集

为

S ={Y ={yn}∶(α-ε) ≤yn/ n≤α, n≥

N} (10)

这里 ε为与N 有关的可以任意小的正数 , α≠0为

由初始条件决定的常数 。

在 (7)式定义映射 T 时 , 将右端第一项改为

αn , 即

Tyn =αn -n ∑
n -2

i=N -1
aiy
γ
i+1-∑

∞

i=n
iai-1 y

γ
i (11)

则映射 T 的不动点为方程 (3)的非振动解 。类似

可证 T 仍为S 上的压缩映射 , 即是 T 在S 上的不

动点X 存在。对这个解 X , 由 (10)式显然 lim
n※∞

x n

n

=α, 也就是 x n=(α+o (1))n 。定理证完 。
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Nonosci llatory Solutions of Emden-Fowler Type Difference Equations
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Abstract:We obtained the existence and asymptotic behavior of unbonded nonoscillatory solution of Emden-

Fowler type difference equation by using fixed point theorem , this type of dif ference equation has w ide applica-

tions.
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