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一类二级饱和反应模型研究
 

沃松林
(江苏石油化工学院 信息科学系 , 江苏 常州 213016)

摘要:化学反应的反应速度虽然是浓度的函数 , 但常有一个最大值 , 也就是有一个饱和反应速度。运用了常微分方程定性理论

和稳定性理论 , 分析了一类二级饱和反应模型。得到它的解的有界性 、 正平衡点的全局渐近稳定性和极限环的存在性。
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　　对于一个化学反应
[ 1]
:A ※A1 , 其反应速度

虽然是浓度的函数 , 但常有一个最大值 , 也就是有

一个饱和反应速度 , 反应速度和浓度的关系为:V

=
V max [ A]

2

K m+ [ A]
2 , 称为二级饱和反应 , 这是吸附理

论[ 2]中的 Michaelis-Menten方程的一种形式 , 其

中 Vm为反应速度的最大值;[ A ] 为反应物 A 的

浓度;K m 为 Michaelis-Menten 常数 , 它为达到

最大反应速度一半时 , 反应物的浓度;这种饱和反

应的方式记为:A
V m

A1 , 文献 [ 3] 研究了一类

一级饱和反应模型。

本文考虑的反应公式为:

C0

k1
C1

C1

k2
P (产品)

C1+C2

k3
2C2

C2+E
V m

C2E (混合物)

C2E E +Q (产品)

记 [ C0] , [ C1] , [ C2] 分别为 C0 , C1 , C2

的浓度 , 相应的数学模型为:

d [ C1]
d t

=k1 [ C0] -k 2 [ C1] -k 3 [ C1] [ C2]

d [ C2]
d t

=k3 [ C1] [ C2] -
Vm [ C2]

2

K m+ [ C2]
2

(S)

通过无量纲变换:x = [ C1] , y = [ C2] , d t

=
(Km+y

2
)

k3
dτ, 仍记 dτ为 d t , 则系统 (S)记

为:

d x
dt
=(y2+b)(δ-Bx -xy) P (x , y)

dy
d t
=y [ x (y 2+b)-ay]  Q (x , y)

(1)

其中:b=K m , a=
K m

k 3
, δ=

k 1 [ C0]
k 3

, B=
k 2

k 3

显然:b>0 , a>0 , δ>0 , B ≥0 。B =0表

示无产品 P 输出 , B >0表示有产品 P 输出。本文

讨论仅对 B =0情况 , 对 B >0 的情况另文研究。

根据实际意义 , 以下讨论都限制在区域 Ψ={(x ,

y)∶x ≥0 , y ≥0}内。

在 B =0下 , 系统 (1)为系统:
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d x
d t
=(y 2+b)(δ-xy) P (x , y)

dy
dt
=y [ x (y 2+b)-ay ]  Q (x , y)

(2)

1　主要结果及证明

对系统 (2)而言:y =0为系统 (2)的轨线;

x =0为其无切线 , 当 t增加时 , 系统 (2)的轨线

都是由左边穿向右边;在 Ψ内 , 系统 (2)至多有

一个奇点 , 且:①当 δ-a≥0时 , 系统 (2)在 Ψ

内无奇点。 ②当 δ-a <0 时 , 系统 (2)在 Ψ内

有唯一奇点M
＊
(x

＊
, y

＊
)。

其中 x
＊=δ

y
＊ , y

＊= bδ
a-δ

经过简单计算可以得到[ 4] :

引理:当 a >δ时 , 系统 (2)的奇点 M
＊为焦点

或结点 , 且:①当 (2δ-a)(a-δ)≤ab时 ,

M
＊为稳定的。 ②当 (2δ-a)(a-δ)>ab时 ,

M
＊为不稳定的 。

定理 1:①当 a≤δ时 , 系统 (2)的一切正初值的

正半轨线无界 。 ②当 a >δ时 , 系统 (2)的一切

正初值的正半轨线有界。

证明:①令:V=x +y , 因为 , 当 a≤δ时 , 有:

﹒V (2)=δ(y
2+b)-ay 2=(δ-a) y

2+bδ>0

而 Ψ内又无系统 (2)的平衡点 。所以 , 系统 (2)

的一切正初值的正半轨线无界 。

②当 a>δ时 , 记:

l 1={(x , y)∶xy =δ}

l 2={(x , y)∶x (y
2+b) -ay =0}

设 (x (t), y (t))为系统 (2)以 (x 0 ,

y 0)为初值的轨线 (x 0 >0 , y 0 >0), 由于 y =0

为系统 (2)的轨线;取 xN >max {x 0 , x
＊}, 过

N (xN , 0)作直线 x =xN 交 l 1 于 M xN ,
δ
xN
,

由解对初值的连续依赖性 , 总存在 A (0 , y A),

y A 充分小 , 使系统 (2)过 A 的轨线与直线MN

相交于 B (xN , yB)且 (x 0 , y 0)其上方 。过 B

(xN , yB)作 y =yB 交 l 1 于 B′(xB′, yB), xB′=

δ
yB
, 由

dy
d t BB′

>0 ,
dx
dt BM

>0。

所以 , 过 B 的轨线必交 l 1 于 C (xC , yC),

过 C (xC , yC)作 x = xC , 在它上取 D (xC ,

yD), yD>max {y 0 , y
＊};过 D (xC , yD)作直

线 L :x +y =xC +yD , 交 y 轴于 E , 见图 1 , 则

在闭曲线 Γ＊=ABC ∪CD ∪DE ∪ EA 上有:

①(x 0 , y 0)∈intΓ
＊ , M ＊∈intΓ＊

②ⅰABC为系统的轨线;ⅱ在 CD 上:
d x
dt CD

(2)
<

0;ⅲ在 DE 上:
dV
dt DE

(2)
=(δ-a) y

2 +bδ<0;

ⅳ在 EA 上:
d x
dt EA

(2)
>0。

图 1　Γ＊上轨线图

所以 , 系统 (2)的轨线在 Γ
＊
上当 t 增加时 ,

由 Γ＊外穿向 Γ＊的内部 , 而 (x 0 , y 0)∈ intΓ
＊ ,

由 (x0 , y0)的任意性知:系统 (2)的一切正初

值的正半轨线有界 。

若系统 (2)有闭轨线 Γ, 则它必为逆时针方

向且包含 M
＊在其内部的闭轨线 。设闭轨线 Γ存

在 , 它的最小正周期为 T >0。

由d x
d t (2)

+dy
dt (2)

=δ(y2+b)-ay 2=

(a-δ)(y ＊2-y2)

等式两边沿 Γ积分 , 则有:

∮Γy 2dt = y
＊2
T (3)

由系统 (2):
1

y
2
+b

dx
dt =δ-xy , 有:

∮Γxydt =δT - intΓ

2y

(y
2
+b)

2d xdy (4)

其中:intΓ为闭轨线所围区域 。

定理 2:当 a>δ且 (2δ-a)(a-δ)≤ab时 ,

系统 (2)在 Ψ之内不存在闭轨线 。

证明:设系统 (2)在 Ψ之内存在闭轨线 , 设最靠

近 M
＊
为 Γ, 它的最小正周期为 T >0。由 (2δ-

a)(a-δ)≤ab知 , M ＊为稳定的奇点 , 且

-(y ＊2+b)+(2 x ＊y ＊-a)≤0。取

B (x , y)=1/ y ,
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div[ B(x , y)P(x , y), B(x , y)Q(x , y)] =

-(y 2+b)+(2 xy -a),由(3)式 ,(4)式知:

∮Γdiv[ B(x , y)P(x , y), B(x , y)Q(x , y)] d t =
-∮Γ(y

2
+b)dt +∮Γ(2 xy -a)dt =

[ -(y ＊2 +b)+(2 x ＊y ＊-a)] T -

 Γ 4y
(y2 +b)2

dxdy <0

所以 , Γ为稳定极限环与M
＊稳定矛盾。

从而:当 a>δ且 (2δ-a)(a -δ)≤ab

时 , 系统 (2)在 Ψ之内不存在闭轨线。

推论:当 a>δ且 (2δ-a)(a -δ)≤ab 时 , 系

统 (2)的正平衡点 M
＊
在 Ψ内全局渐近稳定 。

定理 3 :当 a>δ且 (2δ-a)(a-δ)>ab时 ,

系统 (2)在内 Ψ存在极限环。

证明:由 a>δ且 (2δ-a)(a -δ)>ab 知:

M
＊
存在且不稳定;由定理 1的证明中 Γ

＊
的性质 ,

Γ＊和 M
＊构成了 Poincaré 环域 。由 Poincaré -

Bandixson环域定理知道[ 5] :系统 (2)在 Ψ内至

少存在一个外稳定环和一个内稳定环 , 它们可能重

合。

2　结束语

由以上的定性分析可以看出 , 当参数满足条件

a>δ且 (2δ-a)(a -δ)≤ab 时 , 由系统 (2)

所描述的一类二级饱和反应模型模型 , 不论 C1 ,

C2 浓度的初值在 Ψ中取何值 , 在经过充分长的时

间后 , 两者的密度都分别稳定在一组定值附近;当

参数满足条件 a >δ且 (2δ-a) (a -δ) >ab

时 , 被食植物和食植动物的密度的初值在 Ψ中取

何值 , 在经过充分长的时间后 , 这两者的密度都可

能将发生周期性变化。
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The Study of a Two-order Saturated Reaction

WO Song -lin

(Department of Info rmation Science , Jiang su Insti tute of Pet rochemical Technology , Changzhou 213016 , Chi-

na)

Abstract:The reaction veloci ty of chemical react ion is the function of chemical density , but has the maximum

reaction velocity.That is saturated reaction.In this paper , we applied the qualitative and stability theo ry of

o rdinary dif ferent ial equation and analysed a tw o-o rder saturated react ion sy stem .We obtained the boundary of

i ts positive semi-trajectory wi th positive initial values , the global asymptotic stability of its equilibrium , the

existence of its limit cy cles.

Key words:bounded;global asymptotic stability;limit cycle
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