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QI-环及半完备环的一个注记
 

赵志新
(江苏工业学院 信息科学系 , 江苏 常州 213016)

摘要:设 S 是R 的优越扩张。讨论了 R 的性质对 S 的影响及 S 的性质对R 的影响。

关键词:几乎优越扩张;QI-环;半完备环

中图分类号:O 175　　　　文献标识码:A

　　优越扩张是环的一类重要扩张 , 它包括了环

R 上的全矩阵环以及环 R 与有限群 G (这里│G

│-1 ∈R)的斜群环 R＊G 。关于优越扩张的研究

已出现了许多重要的成果[ 1～ 5] 。本文继续这一方

面的研究 , 探讨在几乎优越扩张下环 R 与环S 的

性质的相互关系 , 此处 S 是 R 的优越扩张 。

设环 R 是环S 的子环 , 且 R 和S 具有相同的

单位元 , 如果存在有限集a1 , a2 , … , an ∈ S , S

=∑
n

i =1
aiR , aiR =Ra i (i=1 ～ n)。称 S 是环 R 的

有限正规扩张 。Shamsuddin A 在文献 [ 6] 中研究

了此种扩张下模及同调维的几个结论 。环 S 称为

环R 的优越扩张 , 如满足

(A)S 是R 的自由正规扩张 , 亦即存在一个

有限集 , a1 , … , an  Sa1 =1 , S =a1R +…+

anR a iR =Rai ( i=1 ～ n , S 作为左 , 右 R -模

是自由的 。

(B)S 是R -投射的 , 即如 Ns是Ms 的子模 ,

则有 NR MR 就有N s Ms 。

优越扩张是由 Passman[ 7]例子包含 Mn (R)[ 8]

及 R ＊G (G 是有限群 , o (G)-1 ∈ R)。文献

[ 8 , 9] 给出了其它例子 。

1　优越扩张

环扩张 S ≥R 称为几乎优越扩张 , 如果 S 是

R 的有限正规扩张且满足

(B)S 是投射的即 Ns≤Ms 如 NR M R 则有

Ns│Ms。

(C)S R 是投射右 R -模 , RS 是平坦左R -模。

显然优越扩张是几乎优越扩张。

下面的命题可见文献 [ 1 , 4]

命题 1.1　S 是 R 的几乎优越扩张 , 则

(1)R -模 M 是平坦的当且仅当是S -平坦 。

(2)S -模 Ms是 S -平坦当且仅当 MR 是 R

-平坦 。

命题 1.2　S 是环R 的几乎优越扩张 , 则

(1)右 S -模 M 是投射 R -模当且仅当 Ms

是投射S -模。

(2)右 S -模 Ms是内射当且仅当MR 是内射

的 。

环 R 称为右 QI-环如果任一拟内射右 R -模

都是内射的。V -环是 QI -环 , 而文献 [ 10] 作

者证明了如 S 是R 的优越扩张则S 是 V -环的充

分必要条件是 R 是 V-环 , 我们有:

定理 1.3　S 是环 R 优越扩张 , 则 S 是 QI-

环当且仅当 R 是 QI-环 。

证明:如 R 是右 QI-环及 Ms 拟内射右 S -

模 。因 S 是R 的优越扩张 , 则 Ms 作为 R -模是

拟内射右 R -模 , 从而 M 是内射 R -模 。由命题

2知 Ms是内射S -模 , 那么即有 R 是 QI-环。
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反之 , S 是右 QI -环 , MR 是拟内射右 R -

模。则 M  S 是拟内射右S -模 , 从而 M  S 是

内射S -模 , 进而有 M  S 是内射R -模。有下面

的 R -模同构

M  S  M  (∑
n

i=1
R) ∑

n

i=1
M

即有 MR 是内射R -模 , R 是 Q I-环。

下面的命题见文献 [ 5] 。

命题 1.4　S 是 R 的优越扩张 , M 是右 R -

模如 M R 有投射覆盖 f :PR ※M R 则 (M  S) s

有投射覆盖 f  1:PR  S ※MR  S 。

环 R 称为右半完备环 , 如任一单右 R -模有

投射覆盖 。我们有

定理 1.5　S 是 R 的优越扩张 , 则 S 是半完

备环的充分必要条件 R 是半完备环 。

证明:假设 R 是半完备环 , Ms 是单 S -模 ,

则 M 作为R -模是半单的 , 从而 MR 有投射覆盖

及 (M  S)s有投射覆盖 。MS  QS , QS │(M

 S) s 。即有 Ms有投射覆盖亦即S 是半完备环。

反之如 S 是半完备环及是单 R -模 , 则 (M

 S) s是半单S -模 , 那么 (M  S) s 有投射覆

盖亦即有投射覆盖。有下面的 R-模同构

M  S  M  (∑
n

i=1
R) ∑

n

i=1
M

亦即 MR 有投射覆盖。从而亦即 R 是半完备环 。

2　Smach积

设 G是有限群 , R 是G-分次环 。在以 {pa 

a ∈G}为基的自由左 、 右 R -模上定义如下乘

法:

(rpa)(spb)=rsab-1pa

这里 sab-1表示 s 的ab
-1分量。这样所构成的环叫

做环 R 与群 G 的 Smach积 , 记为 R #G
＊
。关于

Smach积的讨论可见文献 [ 8] 。

定理 2.1　设 G 是有限群 , R 是 G-分次环 ,

且 G 的阶数 G -1 ∈R 满足 。则

(1)R #G
＊是 QI-环当且仅当 R 是Q I-环。

(2)R #G
＊是半完备环当且仅当 R 是半完备

环 。

证明:定义 G 在R #G
＊
上的如下作用:

a (rpb)=rpba

则可得到斜群环 (R #G
＊) ＊G 。由文献 [ 8] 可

知有如下的环同构式:

(R #G
＊
)＊G M n (R)

这里 M n (R)表示 R 上的nxn 全矩阵环 , 其中 n

= G 。由文献 [ 9 , 10] 知全矩阵环 Mn (R)以

及斜群环 (R #G
＊)＊G (当 G -1 ∈ R #G

＊

时)分别是 R 和 R #G
＊的优越扩张 , 从而由 G

 
-1
∈ R 以及定理 1.3及定理 1.5即得结论 。
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Remark on QI-r ing and Semiperfect Ring
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Abstract:S was an excellent extension of ring R .In this paper , the relations between the properties of the

ring S and R were obtained.
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