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一个关于正定矩阵的不等式
�

汪明瑾
(江苏工业学院 信息科学系, 江苏 常州 213016)

摘要: 利用 Greub- Rheinboldt 不等式, 给出了一个新的关于正定矩阵及其特征值的不等式, 丰富了在统计领域有重要应用价值

的 Kantorovich型不等式。
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� � 有关正定矩阵及其特征值的不等式是不等式领
域的重要组成部分, 这种类型的不等式在许多方面

有着重要的应用, 特别是它在概率论与数理统计领

域的作用尤其突出。Kantorovich 型不等式是这种

类型不等式的一个重要代表。近年来国内外的许多

学者纷纷给出 Kantorovich 型不等式的推广、延拓

及其应用[ 2~ 6]。本文给出了一个新的关于正定矩

阵及其特征值的不等式, 进一步丰富了 Kan-

torovich型不等式。

定理: 设 A、B 为 n � n 正定 H ermite 阵,

AB= BA , �1, �n 分别为A 的最大和最小特征值,

�1, �n 分别为B 的最大和最小特征值。则对任意

非零向量 x, 有
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等号成立的充要条件为: A = �E, B = �E,

其中 �, �� R
+

, E为 n � n 单位矩阵。

证明: 根据 Greub- Rheinboldt 不等式
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注意到
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�1, 所以
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即
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下证等号成立的充要条件为: A = �E, B=

�E, 其中 �, �� R
+

, E 为n � n 单位矩阵。

充分性: 若 A= �E, B= �E, 则 �1= �n = �,

�1= �n= �, 此时
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必 要 性: 若
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由定理的证明过程知, 必有
�1 �1+ �n�n
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= 1。所

以 �1�1+ �n�n = 2 �1 �1�n�n , �1�1= �n�n。由于

�1��n 且 �1 ��n, 故有 �1 = �n 且 �1= �n。即,

A= �E, B= �E, 其中 �, �� R
+ 。

推论 1: 设 A 为 n � n 正定 Hermite 阵, �1, �,

�n 为A 的特征值, 0< �i < 1 ( i = 1, �, n )。则

对任意非零向量 x , 有
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等号成立的充要条件为: A = �E, 其中 ��

(0, 1) , E 为n � n 单位矩阵。

证明: 在定理中令 B= E - A。在推论条件下,

A、B满足定理所有条件。注意到 �1= 1- �n ,

�n= 1- �1, 即得推论 1。

推论 2: 设 A、B 为n � n 正定Hermite阵, AB=

BA, �1, �n 分别为 A 的最大和最小特征值, �1,

�n 分别为 B的最大和最小特征值。则对任意非零

向量 x, 有
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等号成立的充要条件为: A = B= �E , 其中 �
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两边平方得
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下证等号成立的充要条件为: A= B= �E , 其

中 �� R
+

, E为 n � n 单位矩阵。

充分性: 若 A= B= �E , 直接计算得
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由 (1) 知
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根据定理有: A= �E, B= �E, 其中 �, �� R
+ 。

又因为

[ ( x
*

A
2
x )

1/ 2
+ ( x

*
B

2
x )

1/ 2
]

2
= [ 2

( x
*

A
2
x)

1/ 2
( x

*
B

2
x )

1/ 2
]

2 = 4 ( x
*

A
2
x )

1/ 2

( x
*
B

2
x)

1/ 2
, 即 ( �+ �)

2
= 4��, 所以 �= �。故
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An Inequalit y abo ut Po si tiv e M at rix

WANG M ing- jin

( Department of Informat ion Science, Jiangsu Polytechnic U niversity, Changzhou 213016, China)

Abst r act : In this paper, we proved an inequality about posit ive H ermitian matrixes and their eigenvalues by

using Greub- Rheinboldt inequality . The result contributes to Kantorovich- tpye inequalit ies, which is useful in

statistics.
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