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厚壁圆筒在动载荷作用下的应力分析
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摘要 : 应用应力波理论 , 采用围道积分的方法 , 对受均匀内压的圆柱形空腔的应力进行分析 , 得到在圆孔中作用一个突加载荷

时平面问题的解。再根据火炮内膛压力的变化 , 拟合成动态载荷的曲线方程 , 由应力波在炮管中的传播以及在内外管壁的反射

的理论 , 通过计算机的优化计算 , 获得了径向应力和环向应力沿管壁的分布 , 并对厚壁圆筒在动态载荷下的应力分析作一些说

明。
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　　随着科学技术的不断发展 , 新的科学、技术和

先进的工艺方法已逐步应用于生产实践 , 而在军事

方面对于这一点更为突出。在我国火炮或坦克炮身

管的设计方面 , 经过科学工作者几十年的辛勤劳

动 , 在火炮身管自紧等方面都取得了很大成绩。但

在许多方面还局限在静态的厚壁圆筒的理论上 , 而

在动态情况下 , 材料的动态性能、动应力和动应变

都比静态情况下有提高。简单地利用静态方法 , 按

照第 3强度理论或第四强度理论 , 加上经验上的修

正值 , 虽然能满足其安全性 , 但对于武器的轻便和

灵活等方面的要求有一定的距离。下面我们对火炮

身管的局部问题提出一些新的设想 , 并做了一些初

步的理论工作。

1　厚壁圆筒在动载荷下的应力分析

111　受均匀内压圆柱形空腔的应力分析

均匀弹性介质中 , 半径为 a 的圆柱形空腔受

均匀内压 p ( t ) 的作用而激发的瞬间波 (图 1) ,

由于扰动源的对称性 , 是轴对称问题。若考虑平面

应变的情况 , 则有 uz = uθ =
5Φ
5 z

=
5Φ
5θ = 0。问题的

控制方程仍由连续方程、运动方程和材料的本构方

程组成。

图 1　受内压的无限大介质中圆柱形空腔

Fig. 1　Cylinder cavity within inf inite - media created by inner

presses

　　5
2Φ ( r , t)
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Φ ( r , 0) =Φ
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lim
r→∞
Φ ( r , t) = 0　　 　 ( t > 0) (3)

σr ( a , t) = p ( t) 　　 ( t > 0) (4)

其中 Ф为标量位移势函数 , 对 (1) 式进行

Laplace变换得 :
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1
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dΦ
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其中 kd =
s

Cd
, Cd 为一维应变下的波速 , C2

d =

λ+ 2μ
ρ0

, 通解为

Ф ( r , s) = A ( s) I0 ( kdr) + B ( s) K0 ( kdr)

(5)

其中 I0 和 K0 为修正的零阶的第 1 类和第 2 类

Bessel函数 , 当 r很大时有如下关系

I0 ( kd r) ≈ e k
d
r

2πk d r

K0 ( kd r) ≈

π
2 kd r

e k
d
r

由 (3) 式进行 Laplace变换为 lim
r→∞
Φ ( r , s) =

0 , 则 (5) 式中 A ( s) = 0 , 因此解为

Φ ( r , s) = B ( s) K0 ( kd r) (6)

由非零位移 u = u r =
5Φ
5 r

, 应力与势函数之间

关系σr =λ¨2 Ф+ 2μ 52Φ
5 r2 、σθ =λ¨2 Ф+

2μ
r

5Φ
5 r
、

σz =ν (σr +σθ) , σr的 Laplace变换为

σr = (λ+ 2μ)
52Φ
5 r2 +
λ
r

5Φ
5 r

由Bessel函数的性质 , 将上式代入 (6) 式可

得

σr = [ (λ+ 2μ) k2
d K0 ( kd r) +

2μk d K1 ( kd r) / r ] B ( s)

对 (4) 式进行 Laplace 变换σr ( a , s) = p

( s) 可确定

B ( s) =
p ( s)

(λ+ 2μ) F 3 ( s)

其中 F 3 ( s) =
2 k d K1 ( k da)

D2 a
+ k2

d K0 ( k da) ,

D2 =
λ+ 2μ
μ 。

势函数 Ф、径向应力σr、位移函数μ的拉氏

变换为

Φ ( r , s) =
p ( s) K0 ( kd r)

(λ+ 2μ) F 3 ( s)
(7)

σr ( r , s) =

2 K1 ( k d r)

D2 r
+ kd K0 ( kd r)

F 3 ( s)
p ( s)

(8)

μ ( r , s) =
5Φ
5 r

= -
p ( s) K1 ( kd r) kd

(λ+ 2μ) F 3 ( s)

(9)

当载荷 p ( t) 给出以后 , 求 (7) 、 (8) 、 (9)

式 Laplace逆变换可以得到径向应力σr、环向应力

σθ和位移μ等 , 但该工作仍很困难 , 一种是 Sel2
berg[1 ]所采用的方法 , 另一种是 Miklowity[2 ,3 ]建议

的围道积分。

以突加载荷为例 , 采用围道积分来求解上述问

题。

设 p ( t) =σ0 H ( t) , 则 p ( s) =σ0/ s , 因

此

Φ ( r , s) =
σ0 K0 ( k d r)

(λ+ 2μ) F 3 ( s)

σr ( r , s) =
σ0

2 K1 ( kd r)

D2 r
+ k d K0 ( kd r)

s F 3 ( s)

μ ( r , s) = -
σ0 K1 ( k d r) kd

(λ+ 2μ) s F 3 ( s)

从上述几式可看出 s = 0 为上述函数的极点 ,

也是 Kn ( k da) ( n 为整数) 的对数分支点 , 另外

可以判断 F 3 ( s) 在 Re ( s) 大于零的右半平面上

不能有零点。由此得到 B r 路径可在的任何位置。

上述几式在 Re ( s) > 0上处处解析 , 以径向应力

σr为例

σr ( r , s) =

0 　　　　　　　　　　　　　　　t <
r - a

Cd

σ0

2πi∫B r

2 k1 ( kd r)

D2 r
+ k d K0 ( kd r)

s F 3 ( s)
ρst d s　t >

r - a
Cd

选择图 2的围道 , α∈ ( -π,π) , 其中α是

s =ηeiα的幅角 , 分支的切口沿负实轴。在图示围

道上被积函数是解析的。

图 2　围道

Fig. 2　Surround - way

　　由 Cauchy - Goursat 定理∫B r
=∫C

1

+∫L
1

+
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∫η
0

+∫L
2

+∫C
2

可以证明在 C1和 C2上积分值为零。

在 L 1上 s =ηe - iπ
2 = - iη, 在 L 2上 s =ηe

iπ
2 = iη。

σr ( r , s) | L 1 + L 2
=

σ0

π∫
∞

0
Im

2
D2 r

K1
iηr
Cd

+
iη
Cd

K0
iηr
Cd

ei tη

2
D2 a

K1
iηa
Cd

+
iη
Cd

K0
iηa
Cd
η

dη

(10)

在η0上 s =ηeiθ, θ∈ ( -π/ 2 , π/ 2) , 对很小

的 z , 由 K0 ( z ) = - ln z , K1 ( z ) = 1/ z 得

σr ( r , t) |ρ
0

=
σ0

2
a2

r2 (11)

径向应力的值由 (10) 式和 (11) 式叠加 , 对

σr在 r = a处进行验算

σr ( r , t) =
a0

π∫
∞

0
Im (cos tρ+ isin tρ) dρ

ρ +
σ0

2
=

a0

π∫
∞

0

sin tρ
ρ dρ+
σ0

2

由狄利克勒积分[4 ]

∫
∞

0

sin tρ
ρ dρ =

π
2
　　　( t > 0)

0　　　 ( t = 0)

-
π
2
　　( t < 0)

可简单得到σr ( r , t ) =σ0 H ( t ) , 与边界条件

吻合。

图 3是由计算机计算径向应力σr 所得的结果

(曲线按ν= 0125算得) [5 ]。

图 3　受突加载荷时σr沿径向位移的分布

Fig. 3　The distribution of σr along radius distance received by a

sudden load

112　在实际载荷下的应力分析

采用最小二乘法 , 拟合火炮膛底火药力的曲

线 , 得到 :

P ( t) =

σ0e - 01087 6 (40 - t) 　　　　t ∈[0 ,39) μs

σ0cos[01165 0 ( t - 41) ]　t ∈(39 ,43 ]μs

σ0e - 01056 2 ( t - 42) 　　　　t ∈(43 , ∞) μs
σr ( r , t) =

1
2πi∫B r

2 K1 ( k d r)

D2 r
+ kd K0 ( k d r)

F 3 ( s)
p ( s) e st d s

其中 p ( s)为 p ( t)进行 Laplace变换所得

p ( s) =σ0e - 315041 - e (01087 6 - s) 39

s - 01087 6
+

σ0 scos0133

s2 + 01165 02 (e - 39 s - e - 43 s) +

σ001165 0

s2 + 01165 02 (e - 43 s - e - 39 s) sin0133 +

σ0e21630 4e - 43 ( s + 01056 2)

s + 01056 2
当 s = 01087 6 , s = ±01165 0i和 s = - 010562

时为被积函数的奇点 ,围道积分采用图 4 所示的围

道

∫B r
=∫C1

+∫L 1

+∫η
1

+∫L 2

+∫L 5

+∫η
0

+∫L 5

+

∫L
3

+∫η
2

+∫L
4

+∫C
2

=∫η
0

+ 2∫L
3

+ 2∫η
2

+ 2∫L
4

求∫η
0

,可用 s =α+ηeiθ,θ∈( -π,π) ,η→0 ,

α= 01087 6 ,

σr ( r , t) |η
0

=σ0e - 31504

2 K1 (αr/ Cd)

D2 r
+
α
Cd

K0
αr
Cd

2 K1 (αa/ Cd)

D2 a
+
α
Cd

K0
αa
Cd

eαt

图 4　围道

Fig. 4　Surround - way

　　求∫η
2
时 s = iβ+ηeiθ,θ∈( -π/ 2 ,π/ 2) ,η→0 ,

β= 01087 6 ,通过汉克尔函数和修正的第 2类Bessel

函数的关系得
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σr ( r , t) |η
0

=
σ0

4 (α2
1 +α2

2)
{ [ A (α1α3 +α2α4) -

B (α1α4 -α2α3) ]cosβt + [ A (α1α4 +α2α3) +

B (α1α3 -α2α4) ]sinβt}

其中α1 =
2

D2 a
J 1
βa
Cd

-
β
Cd

J0
βa
Cd

α2 =
2

D2 a
Y1
βa
Cd

-
β
Cd

Y0
βa
Cd

α3 =
2

D2 r
J 1
βr
Cd

-
β
Cd

J0
βr
Cd

α4 =
2

D2 r
Y 1
βr
Cd

-
β
Cd

Y0
βr
Cd

A = cos0133 (cos39β- cos43β) -

sin0133 (sin39β+ sin43β)

B = cos0133 (sin39β- sin43β) +

sin0133 (cos39β+ cos43β)

在 L 3上 ,取 s = iη,η∈(0 ,01165 0)

σr ( r , t) | L
3

=

σ0

2π lim
η

0
→01165 0

-∫
η

0

0

1
α2

1 +α2
2
{ [ A 1 (α1α3 +α2α4) -

B 1 (α1α4 - α2α3) ]cosηt + [ A 1 (α1α4 -

α2α3) + B 1 (α1α3 +α2α4) ]sinηt} dη

A 1 =
1

η2 + 01087 62 (e - 31504 + 01087 6cos39η+

ηsin39η) +
01056 2cos43η-ηsin43η

01056 22 +η2 +

1
β2 -η2 [ηcos0133 (sin39η- sin43η) +

βsin0133 (cos39η+ cos43η) ]

B 1 =
01087 6sin39η-ηcos39η
η2 + 01087 62 +

01056 2sin43η+ηcos43η
η2 + 01056 22 +

1
η2 -β2 [ηcos0133 (sin39η- sin43η) +

βsin0133 (cos39η+ cos43η) ]

β= 01165

对于 u r ( r , t)及σθ( r , t )也可用类似的方法求

得。

113　应力波的反射和叠加[6 ]

设σr = f ( r , t )为由里向外的应力波传播时所

产生的径向应力 ,则σr = - f ( r , t - T/ 2)为由外向

里的应力波传播时所产生的径向应力 (图 5) 。

　　第 k个周期 n = k - 1

σr = ∑
k - 2

n = 0
σrn + ∑

k - 1

n = 0
σrn

t ∈[ ( k - 1) T , ( k - 1) T + T/ 2 ]

σr = ∑
k - 1

n = 0
σrn + ∑

k - 1

n = 0
σrn

t ∈[ ( k - 1) T + T/ 2 , k T ]

图 5　径向应力传播示意图

Fig. 5　The sketch map of distribution of radius stresses

114　数值计算的简单说明

在计算广义积分时 ,采用了拉盖尔求积公式。

在半无限区间[ a , ∞]内的积分

∫
∞

a
g ( t) d t =∫

∞

0
g ( t + a) d t = ∑

n

i = 1

ωie
x

i g ( a + x i)

为提高计算精度 ,即当 n = 15 时 ,采用高斯方

法 ,将上式分解为

∫
∞

a
g ( t) d t =∫

b

a
g ( t) d t +∫

∞

b
g ( t) d t

对于零阶和一阶Bessel函数采用相应的多项式

表达式 ,计算精度绝对误差|ε| < 10 - 8 ;对于整数阶

柱汉克尔函数利用相应的逆推公式 ,可推出 Y n ( x )

( n = 1 ,2⋯) 。

115　计算结果

在数值计算中 ,取 E = 210 GPa ,ν= 0125 ,波速

Cd = 5 660 m/ s ,厚壁圆筒内径 a = 62120 mm ,外径

b = 130152 mm ,径向相对应力与相对时间的关系计

算如图 6。

　　图 6中 ,曲线 1、2、3、4分别是在 r - a
b - a

= 0、012、

014、016处径向相对应力的变化 ,到达最大值时间

分别为 41μs、4314μs、4518μs、4812μs ,最大径向相

对应力σr/σ0分别为 1、0151、0136和 01176 ,曲线 5

在 ( r - a) / ( b - a) = 1处径向相对应力始终为零。

最大径向应力和最大环向应力沿径向位移的分

布分别见图 7 ,图 8。

2　结果分析
用弹性动力学计算厚壁圆筒 (以 b/ a = 2 为
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例) ,在圆筒内壁σr =σ0 ,而σθ≈1166σ0 ,在外壁

σθ≈0167σ0。在动态载荷作用下径向应力和环向应

力都要提高 ,特别是内壁所受的环向最大应力在

213σ0左右 ,远高于静态值。在突加载荷的作用下 ,

最大环向应力将达到 214σ0～215σ0 ,而载荷上升越

平稳 ,其最大环向应力越小 ,当载荷上升很平缓时 ,

径向和环向应力与静态值基本吻合。

图 6　在各截面上径向相对应力的变化

Fig. 6　The change of radius relative stresses at every section

图 7　最大径向应力沿径向位移的分布

Fig. 7　The distribution of maximum radius stresses along radius

distance

图 8　最大环向应力沿径向位移的分布

Fig. 8　The distribution of maximum ring stresses along radius

distance

　　另外当波前到达之前 ,应力值为零 ,且应力在波

头所到之处具有强间断效应。对于环向应力则与静

态应力符号相反。在波头所到处 ,σθ=σr/ 3 ,这与用

特征线法所得结果一致 ,这些都是强间断效应所致。

采用弹性应力波理论解决厚壁圆筒在动载荷作用下

的应力分布的问题有一定的理论价值和实际意义。
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A nal ysis of t he S t ress Crea t e d b y S u d de n L oa d i n t he Cyli n de r

J IAN G Xue - dong1 ,L I Xiao - ping2

(1. Department of Mechnical Engineering , J iangsu Polytechnic University , Changzhou 213016 , China ; 2.

Changzhou College of Information Technology ,Changzhou 213015 ,China)

A bs t rac t : This paper presents a surround - integral approach to the analysis of the st ress created by well - dis2
t ributed pressure in the cylinder in order to calculate the st ress on its internal surface by theory of st ress waves

when a sudden load is produced. According to the changing pressure of the cannon′s inner face ,the curve equa2
tion of dynamic load is worked out . With the aid of the theory of st ress wave ,the dist ribution of radius st resses

and ring stresses was obtained by the optimized calculation in the computer ,and some explanations are given

about st resses created by dynamic load in the cylinder.

Ke y w o r ds :st ress waves ;surround - integral ;sudden load
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