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一个分段光滑系统中的混沌吸引子
*

巢小刚
(江苏工业学院 信息科学系, 江苏 常州 213016)

摘要: 为了研究不连续系统中的混沌行为, 观察一个由比较器控制的, 带有模拟开关的 RLC非线性电路模型, 此电路系统的

行为可以用一个分段光滑映象来描述。对该映象进行了大量的数值研究, 发现无论改变参数中的哪一个, 当系统的控制参数超

出某一阈值后系统的相空间都出现一个混沌吸引子。运用数值计算的方法在相平面中得到系统的混沌吸引子, 而后对这个混沌

吸引子进行数值研究, 发现它具有两方面的特征: ¹它是不连续边界象集的归宿; º具有分数维。
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  可以说一切实际系统都是非线性的, 因此非线

性系统特有的混沌运动是自然界的普遍行为之一。

除基础科学的各个领域外, 人们也日益关注工程系

统中的混沌现象。例如含有阈值保护安全装置的电

路, 含有电容充放电的电路, 含有可控开关的电

路, 等等。这类电路系统通常采用分段光滑的数学

模型描述。近年来, 这类电路尤其是一些数字电路

已受到人们的广泛关注。本文报道了作者在一个用

比较器控制的、有模拟开关的 RLC 电路简化模型

中观察到的混沌吸引子
[ 1~ 4]

。

1  系  统
我们讨论的系统是图 1所示的带模拟开关S 的

RLC 电路, S受一个比较器 O控制。

  在方波信号源的激励下, 当流过电感上的电流

在电阻R上产生的电压小于参考电位 V ref时, 比较

器的输出使得模拟开关 S 断开, 电阻 Rc 不起作

用; 而R上电压大于 V ref时, 模拟开关闭合, 使得

电阻 Rc接入网络。在模拟开关接通与断开的两种

情况下, 对应的等效电路如图 2, 图 3所示。Dut-

ta[ 5]等人首先证明此电路可用一组不连续二阶自治

常微分方程来描述, 然后从不连续系统的普遍分析

得到一个描述此类二维不连续系统的普遍无量纲

Poincar�映象:

图 1  比较器控制的有模拟开关的电路

Fig. 1  Electronic circuit wi th an analog switch controlled by a

comparator

图 2  模拟开关接通时图 1的等效电路

Fig. 2  Equivalent circuit of Fig. 1 with the analog switch on
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图 3  模拟开关断开时图 1的等效图

Fig. 3  Equivalent circuit of Fig. 1 with the analog switch off

x n+ 1= f 1x ( x n , yn ) = aon x n+ y n+ p on

y n+ 1= f 1y ( x n, y n) = b onx n

 x [ 0

x n+ 1= f 2x ( x n , yn ) = aoffx n+ y n+ p of f

y n+ 1= f 2y ( x n, y n) = b offx n
 x > 0

( 1)

并且说明映象 (1) 的行为在许多情况下与电路方

程的行为定性一致。映象 (1) 中的 a, b , p 可看

作分别对应于电路参数的不连续无量纲参量, x ,

y 可看作分别对应于电路中电容两端电压和通过电

感的电流的无量纲变量。作者对映象 ( 1) 作了大

量的数值研究, 结果表明在很广泛的参数区域内,

不管是改变 a, b, p 中的哪一个, 当控制参数超

过某一阈值后, 系统的相空间出现一个混沌吸引

子。研究结果表明, 混沌吸引子具有以下两个特

征: ¹ 它是不连续边界象集的归宿; º是一个分

形。由于篇幅所限, 本文取 p off= - 610, bon= bof f

= 019, aoff= - 013, aon= 0115, p on为控制参量。

2  混沌吸引子与边界映象集
数值调研结果表明, 当 p on> 01739时, 系统

的相空间出现一个混沌吸引子。图 4显示了 p on=

0174时系统的混沌吸引子, 此图是略去从相平面

x I [ - 5, 5] , y I [ - 2, 2] 范围内均匀选取的

100个初值出发的前 18 000次迭代, 然后记录

2 000次得到。作者在上述参数条件下, 在 x = 0,

y I [ - 1410, 510] 的一段边界上均匀选取 1 000

个初值, 然后从每个初值记录 50次迭代, 就得到

图 5显示的 /边界 50次象集0。图中的中文数字显

示了边界象的阶数。这里对 y 取值的限制是为了

避免发散。如果从图 5所示的相平面部分任一点出

发, 去掉足够的瞬态, 然后记录 100 000 次以上的

迭代, 都会得到大致与图 5中那许多黑色三角形同

样的图形, 即去掉前若干次象的边界象集, 或称

/边界象集的归宿0。例如图中的一些长箭头就显示

了从初值点 (5, 5) 出发, 经过 54次迭代后进入

边界象集的情况。以后的迭代将描绘出 /边界象集
的归宿0。实际上边界的前 4阶象已经决定了混沌

吸引子的大致边界。图 6中的各种三角形符号表示

从这几阶象分割开的上部和右部相空间区域中任一

点出发, 经过 (如箭头附近的阿拉伯数字所示的)

不同次数的迭代后都会进入被这几阶象分割开的下

部和左部相空间区域, 然后进入图中较大的黑点所

示的混沌吸引子。这说明混沌吸引子就是边界象集

的归宿。数值研究的结果表明这是本系统中各种参

数组合下出现的混沌吸引子的共同特征。这与数学

家的普遍结论是一致的[ 6, 7]。

图 4  p on= 0174时系统的混沌吸引子

Fig. 4  The attractor of the system when p on= 0174

图 5  不连续边界一段的前 50阶象集的图示

Fig. 5  The set of first 50 images of a piece of the discontinuous

borderlines

3  分  形
由于非线性映象的一再作用, 边界直线在迭代

中不断地被拉伸、弯曲、截断、折叠或扭转, 使边

界象集的归宿成为由无数个奇形怪状的线段组成的

一个集合, 因此边界象集的归宿应该是一个分形。

由于混沌吸引子就是边界象集的归宿, 所以混沌吸
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引子也是一个分形。图 7显示了对图 4中的 5万个

点用盒子计数法进行分析的结果, 图中 l 为标尺长

度, N 为此标度下的计数。图中显示的极好的标

度不变性说明图 4显示的混沌吸引子是一个分形。

拟合的直线显示它的维数为 D= 1164 ? 0101。

图 6  不连续边界一段的前 4阶象集及混沌吸引子的图示

Fig. 6  The set of first 4 images of a piece of the discontinuous

borderlines and the attractor

图 7  对图 4中的 5万个点进行分形的分数维分析的结果

Fig. 7  The result of fraction dimension of the fractal obtained by

analyzing fifty thousand dots of Fig. 4
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Chao tic At t ract o r in a Piecew ise- Sm oo th S yst em

CHAO Xiao- gang

( Department of Informat ion Science, Jiangsu Polytechnic U niversity, Changzhou 213016, China)

Abst r act : In order to study the chaot ic behavior in the discont inuous system, a RLC nonlinear circuit model

w ith an analogy sw itch was observed, w hich w as described by a piecewise- cont inuous map. The system was

studied through a great deal of numerical invest igat ion, it w as found that w ith any parameter varying, the

chaotic at t ractor appeared on the phase plane w hen value of the controlling parameter w as greater than some

threshold value. Such a chaotic att ractor w as obtained on the phase plane by numerical calculation. Having been

studied by means of numerical calculat ion, the att ractor w as found to ow n tw o characterist ics: ¹ it is the end

- results of the image set of the discont inuous borderline; º it is a fractal.

Key w o rds: electronic circuit ; chaot ic att ractor; discont inuous borderline
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