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同时求解非线性代数方程全部根的 N e w to n 迭代法
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摘要 :
讨论同时求 解非线性代数方程全部根的 N e w t on 迭代解法 及其 收敛性

。

给出了保证该迭代法收敛的初始值的一 个范 围
。

从证 明过程可见该迭代法适用于求解非线性代数方程的全部单复根
。

数值例子的结果是满意的
。
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对于一般的函 数方程的单实根
,

著名的 N e w
-

ot
n 迭代法是二阶收敛 的〔 l 一 3〕 。

但由于 N e w ot
n 法

只具有局部收敛性
,

要保证其收敛
,

需要选择足够

精确的迭代初值
。

对于一般的函数方程而言
,

迭代

初值怎样才算足够精确在 N e w ot
n 迭代法的收敛性

定理 中难以具体表述〔“一 5〕 。

但对于
n 次代数方程而

言则情况不同
。

设

f ( x ) 一 n

其中 lr
,

八
,

…
,

( x 一 r `
) = 0 ( 1 )

几 是方程 (1 ) 的单复根
, n ) 2

。

收敛且具有二阶敛速
。

针对
n
次代数方程

,

我们采用不等式估计结合

数学归纳法证 明 N e w ot
n 迭代

。

式 (3 ) 的收敛性

和收敛阶
,

这不 同于 以前针对一般 的函数方程时

N e w ot n 法的收敛性证明
,

从而给出了一个保证收

敛性的初值选择范围或初值应满足 的一个充分条

件
。

由于我们的不等式估计不够精细
,

所 以这个范

围还是比较粗糙的
。

最后我们给出了数值例子
。
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1 收敛性分析

通过计算可将 (3 ) 式改写成

文献 [ 1〕 讨论 同时求解 非线性代数方程 ( 1)

的全部根 的一个迭代 法
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本文讨论将 N e w t o n 迭代法用 于求解方程 ( l)

的全部根的情形
,
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我们有下面的定理
。

定理 1 当迭代初值 x {
o ,

( s = 1 ,

2
,

… , n )

满足 } 二卿一
: ;

} < 井

典
时 由 ( 3 ) 式产律 的 序 411

’ r ,

~
` 一 , “ ’ 、 Z n 一 1

卜 刁

囚
” 。 7

的
2

工曰
了 J 7 幼

{ x l幻 }界
。

收敛于 八 ,

且收敛阶至少为 2
。

证明 下面先通过不等式估计结合数学归纳法

这里 P 仍由 (8 ) 式确定
。

因此 由数学归纳法

知当定理的条件满足时
,

( 1 1 ) 式总成立
。
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从而有

!砂 一 ir } <

病
时

,

存在大于

2
,

…
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。
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所以迭代式 ( 3) 是至少 2 阶收敛的
。

2 数值例子

从前面收敛性的证明过程可见 N e w t on 迭代式

(3 ) 既可用于求解方程 ( 1) 的实根也适用于求解

虚根
。

为了考察迭代式 ( 3) 用于实际求解非线性

代数方程的情形
,

我们利用 M A T L A B 编程计算方

程 了 + 扩 一 10 犷 一扩 一 x 十 10 一 o 的全部根
。

这个

方程取自文献 「1〕
,

其精确的根是
二 ,
一 2

, 二 2 , 。
一 士

1
, 二 4

,。
一 士 i

,

八
,
,
一一 1士 2艺

。

我们取迭代初值分别

为 x 10) 一 2
.

2
,

x 10) 一 1
.

2 十 0
.

1艺
,

x尹 一 一 0
.

8 一

0
.
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。 , ~ 0

.

1 + 1
.

2 1
,

x ;
。 , = 一 0

.

1一 0
.

8 1
,

x ;
。 ,

- 一 1
.

1 十 2
.

2￡
,

x 钾 - 一 1
.

1 一 1
.

8艺
。

精 度要求

1 0一 ’ ` ,

数值结果列于表 1
。

从表 1 可见经过 6 步迭

代
,

所求方程的根全部都达到精度要求
。
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表 1 迭代法的数值计算结果

aT b l e 1 hT
e n 。 口口e d o l戊 s o l t s o f th e ! et ar t ive m e th od ( 3 )

第 l 步的结果 对
”

第 2 步的结果对
2)

j ~ 2

j = 3

j = 4

j = 5

j = 6

j = 7

2
.

0 63 9 2 1 4 3 9 4 3 3 4 4

1
.

02 5 4 09 7 4 2 9 9 5 5 2+ 0
.

0 18 70 8 4 09 0 6 0 0 3 1

一 1
.

0 52 34 2 5 48 7 8 4 3 3十 0
.

12 5 3 0 3 8 54 1 88 6 71

0
.

0 34 7 9 5 4 7 0 2 8 4 14+ 1
.

0 4 6 7 24 6 6 6 3 0 8 6 3 1

0
.

0 9 1 8 5 5 9 4生 4 0 3 4 1一 1
,

0 5 1 5 9 5 6 0 3 6 3 5 75 1

一 1
.

0 30 1 9 5 8 1 0 9 0 8 2 3十 2
.

0 6 3 7 6 7 1 2 2 6 8 3 9 8 1

一 0
.

8 8 1 4 2 2 4 6 3 2 0 6 63一 1
.

9 3 8 1 1 4 4 6 2 4 1 3 2 5 1

2
.

0 0 8 8 3 4 19 0 9 42 6 9

l
,

0 0 0 3 1 7 2 0 6 4 5 9 34 + 0
.

0 0 0 8 8 5 11 2 3 40 8 71

一 0
,

9 8 3 4 0 3 7 1 4 9 8 1 90 十 0
.

0 2 5 4 5 6 6 3 3 8 58 4 1主

0
.

0 0 4 2 5 7 30 1 08 0 6 2 + 1
.

0 0 2 23 8 43 6 0 2 6 9 1 1

0
.

0 1 5 1 0 1 0 2 5 6 61 2 6一 0
.

9 9 5 8 1 8 83 2 4 8 4 0 5 1

一 1
.

0 0 3 5 8 2 8 3 1 8 4 0 6 6十 2
.

0 0 8 6 8 2 0 6 8 9 30 7 7 1

一 1
.

0 5 1 16 1 4 2 8 0 5 0 8 9一 1
.

9 8 0 5 6 3 4 0 0 6 6 6 2 3 1

第 3 步的结果 x蛋
3)

第 4 步的结果
x
j
` ,

j = 2

j = 3

j二 4

j = 5

j 一 6

j = 7

2
.

0 00 1 9 7 0 4 9 9 4 3 9 7

0
.

9 9 9 99 9 3 1 8 8 0 2 0 0+ 0
.

0 0 0 0 0 0 5 6 2 4 84 1 6主

一 0
.

99 9 2 24 6 6 4 8 7 2 4 0一 0
.

0 0 1 56 0 1 76 9 04 3 6 1

0
.

0 0 0 0 3 1 2 4 1 8 1 5 4 1+ 0
.

99 9 98 4 4 0 7 5 4 6 0 5 1

一 0
.

0 0 0 14 0 6 83 7 2 1 7 9一 0
.

9 9 9 6 5 2 2 7 0 92 3 9 51

一 1
.

0 0 0 0 5 3 2 5 4 5 8 4 4 5十 2
,

0 0 0 1 8 4 7 8 0 1 3 2 7 8 1

一 0 9 99 4 5 5 8 2 0 4 3 7 42一 1
.

9 9 3 5 4 2 9 2 4 9 0 9 7 6 1

2
.

0 0 0 0 0 0 10 0 6 9 3 1 8

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 00 0 1 5一 0
.

0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 7 7 1

一 0
.

9 9 9 9 9 6 6 2 2 73 1 3 6 + 0
.

0 0 0 0 0 4 4 32 2 0 1 8 5 1

一 0
.

0 0 0 0 0 0 0 0 1 3 1 4 8 1 + 0
.

9 9 9 9 9 9 9 9 8 7 0 5 6 5 1

0
.

0 0 0 0 0 0 12 6 65 1 58一 1
.

0 0 0 0 0 0 17 1 30 5 1 2 1

一 1
.

0 0 0 0 0 0 0 0 4 62 4 4 7 + 2
.

0 0 0 0 0 0 0 8 2 4 0 0 0 4 1

一 0
.

9 9 9 9 6 7 8 5 6 5 7 2 19一 2
.

0 0 0 0 8 9 6 2 0 9 7 6 1 2 1
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续表1

Co n t i n u e d T a b l e l

第5 步的结果 对” 第 6 步的结果 对
6 ,

j 一 7

2
。

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 3

1
.

0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0一 0
.

0 00 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 1

一 0
.

9 9 9 9 9 9 9 99 9 8 4 9 0一 0
.

00 0 0 0 0 0 0 0 0 54 8 9 1

0
.

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 + 1
.

0 0 0 0 0 0 00 0 0 00 0 0 1

0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 6一 1
.

0 0 0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 3 1

一 0
.

9 9 9 9 9 9 9 99 9 9 9 9 9+ 2
.

00 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1

一 0
.

9 9 9 9 9 9 9 8 1 1 8 3 4 4一 2
.

0 00 0 0 0 0 0 7 44 9 9 8 1

2
.

0 0 0 0 0 0 00 0 0 00 0 0

1
.

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 00十 0
.

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0盛

一 1
.

0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 0 0+ 0
.

0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

一 0
.

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0+ 1
.

0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 0 0 01

0
.

00 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0一 1
.

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 00 1

一 1
.

0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 0 0+ 2
,

00 0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 1

一 1
.

0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0一 2
.

0 00 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

在这个例子里 由 ( 2) 式定义的 d 一 1
,

我们选

择的迭代初值并没有满足 l ` 0) 一 二 ,

l < 只一
三

二 一

乙 n — 土

但数值例子表明 N e w ot n 迭代式 ( 2) 仍然收

其它许多代数方程的例子也表明定理 1 中要求

1一13敛

初值满足的条件 {理 一 。 } <

栽
只是保证 收敛

的一个充分条 件
,

对初值的要 求也许可 以更宽一

些
。
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