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一类非线性差分方程解的性质
 

吴春青
(江苏工业学院 信息科学系 , 江苏 常州 213016)

摘要:利用自共轭二阶线性差分方程的一些结论 , 研究了形如Δ2 xn +a nx
γ
n+1= f n 的差分方程的无界解 , 有界解的存在性及这

类解的渐近性质。这类方程可看作 Emden-Fow ler 微分方程的带强迫项的离散形式。
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　　Emden-Fow ler微分方程[ 1]是指形如

d
dt p (t)

d u
d t +q (t)u

γ
=0 , t≥0

(1)

的微分方程。这里 p (t), q (t)为连续的正值

函数 , γ为大于 0的常数。通过变换方程 (1)可

转化为如下的简单形式

d2 x

d t
2 +a (t) x

γ=0 , t≥0 (2)

方程 (2)离散后对应的差分方程为

Δ2 xn +anx
γ
n+1=0 (3)

这里 Δ为前向差分算子 , 即 Δxn =xn+1-x n ,

an ≥0 , n≥N , N 为某自然数 , Δ2 xn =Δ(Δx n)。

差分方程的解 {x n}
∞
n=N为一个数列 , 以后将简记

为 x 。关于方程 (3)的解的振动性 , 渐近性质可

参考文献 [ 2 , 3] 。自共轭二阶线性差分方程形如

Δ(cnΔxn)+pnx n+1=0 (4)

方程 (4)是微分方程

(p (t) x′(t))′+q (t) x (t)=0

(5)

的离散形式。对方程 (4), (5)的解的有关性质可

参考文献 [ 4 ～ 8] 及其中所引文献 。

在下文中将研究带有强迫项的差分方程

Δ2 xn +anx
γ
n+1=f n (6)

解的有界性 , 振动性及渐近性质。主要的思想是将

方程 (6)看作方程 (4)的简单形式 (即在方程

(4)中 cn ≡1 , pn ≡0 , n=1 , 2 , 3 , …)

Δ2
x n=0 (7)

的扰动来研究方程 (6)的解的有界性 , 振动性与

渐近性质。

1　主要结论
引理 1[ 4] :设方程 (4)非振动 , 则方程 (4)存在

主解与非主解 x , y , 且 lim
n ※∞

xn
y n
=0 。对于方程

(7), 显然 xn =α, yn =βn 为主解与非主解 , 这里

α, β为初值决定的常数 。

引理 2[ 3] :当 ∑
∞

n=1
nan <∞时 , 方程 (3)有一个有

界的非振动解 x , 且lim
n※∞

xn =c , c 为常数。

引理 3:设 s , t ∈ [ a , b] , a >a0 >0 , 则 s
γ-

t
γ <Mγ s-t , 这里 a0 , M 为正的常数 。

证明:对 f (x)=x
γ在区间 [ a , b] 上应用 La-

grange中值定理 , 得 s
γ
-t

γ
 = γζ

γ-1
  s -t ,

这里 ζ∈ (a , b), 又由于 a >a0 >0 , 所以存在

正数 M , 使得 γζγ-1 <Mγ。引理证毕 。

1.1　无界解的存在性与渐近性质

定理 1:设 γ>0 , an >0 , n 为自然数 , 且

∑
∞

n=1
(n+1)γ+1an <∞ (8)

又设
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∑
∞

n =1
nf n <∞ (9)

则方程 (6)有一个无界的非振动解 x , 且具

有渐近性质lim
n※∞

x n

n
=c , c>0常数。

证明:由引理 1 , 设 x , y 分别为方程 (7)的主解

与非主解 , 则

x n=O (1), y n=O (n) (10)

这里及后文中 O , o 为 n ※∞时的 Laudau 记号 。

构造映射 T

(Tz)n=αx n+βn +∑
∞

k =n
(yn xk+1-xnyk+1) f k-

n ∑
n -2

k=N -1
akz

γ
k+1-∑

∞

k=n
kak-1 z

γ
k (11)

上式中 , α, β为任取的常数 , 在后面的证明中将

给出 N 的取法 。直接验证可知 , z 为方程 (4)的

解当且仅当 z 为映射 T 的不动点 。下面证明不动

点的存在性也即是无界非振动解的存在性。

考虑无穷数列 w ={wn}
∞
n =N按范数 ‖w ‖ =

sup
n ≥N

wn

n
构成的空间 , 易见这是一个 Banach 空间 ,

记为 B 。w ∈B 当且仅当w n=O (n)。再记

S = z ={zn}∶
1
2
≤
z n

n
≤2 , n ≥N

(12)

S 为B 的闭子集 , 在 (11)式中取 β=1 , 即

考虑映射

(Tz)n=αx n+n+∑
∞

k=n
(ynxk+1-x nyk+1) f k-

n ∑
n -2

k=N -1
akz

γ
k+1-∑

∞

k=n
kak-1 z

γ
k (13)

将说明映射 (13)式在 B 的闭子集S 中有不

动点 。先说明 TS  S 。

由 (9)式 , ∑
∞

k=n
(yn xk+1-xnyk+1) f k=

O (1), 于是对给定的常数 1 , 存在 N 1 , 当 n ≥

N1 时 (注意 (10)式)

α
n
xn +

1
n
∑
∞

k=n
(yn xk+1-xnyk+1) f k <1

(14)

考虑到 an , zn 的非负性 , 由 (8)式 , (13)

式 , (14)式及 z ∈B 有

(Tz)n
n

≤2 (15)

再由 (12)式 , 得

(Tz)n ≥n - αx n+∑
∞

k=n
(yn xk+1-xnyk+1) f k -

n ∑
n -2

k=N -1
ak (2 (k +1))

γ-∑
∞

k=n
kak-1 (2k)

γ, 由 (9)

式 , 可将 (14)式右边的 1 改为 1/4 (只要 N1 再

取大点 , 记这种 N1 为 N′1), 又注意到 (8)式 ,

可取 N2 , n≥N2 时 ,

∑
n -2

k=N-1
ak (2 (k+1))

γ-
1
n
∑
∞

k=n
kak-1 (2k)

γ <
1
4
,

于是可取 N3=max {N′1 , N2}使得 n≥N3 时

1
n
αx n+∑

∞

k=n
(ynx k+1-x nyk+1) f k - ∑

n -2

k=N -1
ak (2

(k +1))
γ+1
-

1
n
∑
∞

k=n
kak-1 (2k)

γ
<

1
2 , 于是

(Tz)n ≥n -
n
2
=

n
2
, 即

(Tz)n
n
≥

1
2

(16)

于是可取 N4=max {N 1 , N 3}, 当 n ≥N4 时

从 (15)式 , (16)式可知 (13)式定义的映射 T

在S 上为映上的。即 TS  S 。

再说明由 (13)式定义的映射 T 在 S 上为压

缩的。取 u , v ∈ S , 则

(Tu)n -(Tv)n ≤

n ∑
n-2

k=N -1
ak (u

γ
k+1-v

γ
k+1) +

∑
∞

k=n
kak-1 (u

γ
k -v

γ
k) =I 1+I2 (17)

对 I 1= n ∑
n -2

k=N -1
ak (u

γ
k+1-v

γ
k+1) , 利用范数

定义及引理 3 , 有 I 1≤

n ∑
∞

k=N-1
(k +1)γak

uk+1

k +1

γ+1

-
vk+1

k +1

γ+1

≤

n ∑
∞

k=N-1
(k +1)γakM1γ‖u -v ‖ , M1 常数。再由

(7)式 , 可取 N5 , 使当 n ≥N 5 时

I 1≤
n
8
‖ u-v ‖ (18)

类似利用 B 上范数的定义及引理 3 和 (8)

式 , 可取 N6 , 当 n≥N6 时有

I 2= ∑
∞

k=n
kak-1 (u

γ
k -v

γ
k) ≤n

8
‖ u-v ‖

(19)

然后取 N 7=max {N 5 , N6}, 则 n ≥N 7 时 ,

由 (17) ～ (19)式 ,

1
n
(Tu)n -(Tv)n ≤

1
4
‖ u -v ‖ , 即 ‖ Tu -

Tv ‖ ≤
1
4
‖ u -v ‖ , 最后取 N =max {N4 ,

N 7}, 则当 n ≥N 时 , T 为 S 上的压缩映射。由

压缩映射原理 , 在 S 上存在 T 的不动点 x , 即方

程 (4)有一解 {x n}
∞
n=N , 且由 (12)式 , 这个解

为无界的且非振动 。
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再证明渐近性质 。从证明可见 , 对任给的正数

ε及给定的常数 c , 构造

S′= z={z n}∶c-ε≤
zn

n
≤c+ε

仍可找到 N , 使 n≥N 时 , T 为S′上的压缩映射 。

从而方程 (4)有解 xn , 使得 lim
n※∞

xn

n
=c 。

1.2　有界解的存在性与渐近性质

由引理 2 , 可以得到方程 (6)的有界解的存

在性及其渐近性质:

定理 2:设 ∑
∞

k=1
kak 及 ∑

∞

k=1
k
2
f k 收敛 , 则方程 (6)有

一个有界的非振动解 x 满足 lim
n※∞

xn =c , c>0为常

数。

证明:对映射 (11)稍作变动 , 构造映射

(Tz)n=c+∑
∞

k=n
(ynx k+1-x ny k+1) f k -

n ∑
n -2

k=N -1
akz

γ
k+1-∑

∞

k=n
kak-1 z

γ
k (20)

这里 c 为大于 0的常数 , x n , yn 同定理 1 。这个

映射的不动点也是方程 (6)的解 。考虑由无穷数

列 w ={wn}
∞
n=N按范数 ‖w ‖ =sup

n≥N
{wn}构成

的Banach 空间 B , 对任意给定的小于 c 的正数ε,

构造 B 的闭子集G=

z= {z n}∶c-ε≤z n≤c+ε , 将证明存在 N ,

当 n ≥N 时 , 映射 (20)在 G 中有不动点 。由

∑
∞

n =1
nan<∞, 知 ∑

∞

k=n
kak ※0 , n ※∞。而 n ∑

∞

k=n
an <

∑
∞

k=n
kak , 从而 n ∑

∞

k=n
ak ※0 , n※∞。用这个结论处理

(20)式中的第 2 个和式 , 类似于定理 1 的证明 ,

可得映射 (20)在 G 中有不动点 , 于是定理 2 的

结论成立 。

2　推论及注解

注解 1:在映射 (13)中 , 不影响定理 1的证明 ,

可取 α=0。

注解 2:在定理 1 中 , ∑
∞

k=1
k f k <∞的条件可适当放

宽 , 即有

推论 1:若 (8)式成立且 ∑
∞

n=1
f n 收敛 , sup

n ≥N

1
n
∑
n

k=1
kf k

=o (1), N 为某自然数 (如 N 取作定理 1证明

中取得的 N), 则方程 (6)有一无界的非振动解

x , 且 lim
n ※∞

xn
n
=c , 这里 c>0常数。

注解 3:定理 2中关于数列 {f n}的条件也可类似

于推论 1 , 适当放宽 。
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Properties of Solutions for Certain Nonlinear Difference Equations
WU Chun-qing

(Department of Information Science , Jiangsu Poly technic University , Chang zhou , 213016 , China)

Abstract:The existence and asymptotic behavior of bounded and unbounded solut ions for dif ference equat ion

Δ2 xn +anx
γ
n+1=f n were obtained.The equation of this type w as view ed as perturbation of the second order self

adjoint difference equation.
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