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B a n a c h 空间中一阶非线性积分一

微分包含边值问题的正解
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,
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摘要 : 在半序 Ba na ch 空 间中
,

利用集 值映射得不动点定理
,

讨论一阶非线性积分 一微分包含边值问题多个正解的存在性
,

并

把所的结果应用到单值映射
,

所得结果减弱了对 函数 f 的限制
。
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文献 [ 1〕讨论了下面无穷区间上的一阶非线

性积分一微分方程的边值问题

数锥拉压不动点定理
,

讨论了下面的一阶非线性积

分一微分包含边值问题
u ‘

(t)一 f (t
, u (t )

,

T u (t )
,

s u (t ))
,

V t〔J

}u (co )= 伽 (0 )

其中 f任C [J x 尸x 尸 x 尸
,

尸」
,

月)
》

1
。

(1 )

u ‘

(t)任 F (t
, u (r)

,

T u (t)
,

S u (t ))

u (co )= 伽 (0 )

V t任J
(3 )

、 (: ) 一

{;
‘(:

, , , · (, , d s ,

Su (: , -

{歹
“(:

, , , · (5 , d 万 (2 ,

其中走任 e 〔D
,

尺+
〕

,

D 一 { (t
, s)

’ t) s ;

t
, : 任J }

,

h 任C [ J又 J
,

R
+

〕
。

其中 F ,

J x 尸 x 尸只 尸~ 2 尸 \价
,

月> 1
,

T u (t )
,

S u (t) 同 (2 ) 式
。

最后把结论应用到 ( 1 ) 式
,

得到相应结论
。

本文在集值映射下
,

应用类似于单值映射的范

1 预备知识

(E
,

11
·

11 ) 表示 B a n a eh 空间
,

8 表示 E 的

零元
,

R + 表示非负实数集
。

尸是 E 中的锥
,

且
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{}
·

}}按 尸单调递增
。

记

C [ J
,

E」一 {u
, u 是映 J 人 E 的抽象连续函数 }

Cl 仁J
,

E」一 {u
, u
是映 J 人 E 的一阶连续可微

抽象函数 }

B C〔J
,

E〕= {u 任C [ J
,

E 〕
, s u p }I

u (t ) l{< co }
t〔 J

B C仁J
,

P〕= {u 任B C [J
,

E〕
, u (t )) 0

,

V t任J }

在范数 1{
u

l!
。 = s u p IJ

u ( t ) 11下
,

B C [ J
,

te J

E ] 是 B a n a eh 空间
。

设 S 是 E 中的有界集
, 口 (S ) 是非紧性测度

。

引理 1[z 口:

设 H 仁C [ J
,

E 〕是有界的
,

等度连续

则
a (H (t) ) 在 J 上连续

,

且

x (t) d t
X o H , , 、

丁
了· (H (: , , d :

注 1川
:

若 H 仁C 巨J
,

E」是可数的
,

有界的
,

则
a

(H (t )) 任L 〔J
,

R +
〕

,

且下式成立
·
(、

{
, X (: ) d : : X o H } , 、 2

{
, · (H (: , , d : (‘,

引理 2 【2口 (A s e o li一 A
r z e la 定理 )

:

集 H 仁 C [ J
,

E〕相对紧的充分必要条件是
:

H 是等度连续的
,

并且对每个 t 任J
,

集 H (t ) 是 E 中的相对紧集
。

定义 l[. 习:

设 X
,

Y 为非空集
,

称映射 F :
X ~ ZY

为 X 到 Y 的集值映射
。

V x 任 X
,

F (x ) 称 为 F 在点 x 的值或 像
,

D o m (F ) 一 {x 任X ! F (x ) 并内 称为 F 的定义

域
,

记 G (F ) 一 { (x
,

必 任X 只 Y 】y 任F (x )}

称为 F 的图像
。

定义 2[ 们 :

设 x
,

Y 为非空集
,

¹ 若 V x e X
, F

( x ) 为 闭 ( 凸
,

有 界
,

紧 ) 集
,

则 称 F 为 闭值

(凸值
,

有界值
,

紧值 ) 映射
; º若 G ( F ) 为 闭

(凸
,

闭凸等 ) 集
,

则称 F 是闭 (凸
,

闭凸等 ) 映

射
。

定义 31 4〕 :
口笋协是 X 的子集

, F : 日~ Zy \协
,

称 F

为 u
.

s一 (上半连续 ) ,

如果对 Y 的任意闭子集 A

有 F 一 , (A ) 是 X 的闭子集
,

其中 F 一‘ ( A ) -

{x : F ( x ) n A 并肉
。

注 2 :

若 F 为单值映射
,

且 F 按上面定义为上半连

续
,

则 F 是连续映射
,

见文献 [ 5〕
。

引理 31 5〕 :

设 几并必是 Ban ac h 空间 E 的子集
,

F :

口~ 2￡ \笋是闭值映射
,

如果 F 是 u
.

5
.

。 且 口 是 E

的闭子集
,

那么 F 有闭图像
。

引理 41 5〕:

设 X , Y 均为 B an ac h 空间
。

口并协是 Y

的一个子集
。 F :

口一2x \价是 u
.

5
.

。 充分必要 条

件
:

若 (叭 } 〔口
,

A C X 是 闭集
,
。

二

~ 叭 任口
,

且 F ( 。
,

) n A护协对所有 n 任N 均成立
,

那么有 F

(。。 ) 门A护协
。

定义 4 :

设 E 是 Ban ac h 空 间
,

尸 是 E 中的锥
,

“

簇
”

是 尸 导出的半序
, A

,

B 是 E 的两个子集
,

称 A 镇B
,

如果对任意
a 任A 存在 b 任B 使

a
簇b 。

定义 5 : F : E ~ Z E \笋
,

称 F 是 E 上的增算子
,

若

任意
u , , u :

任E , u l
簇 u : ,

有 F u l
簇F u Z 。

定义 6川 :

设 F : E ~ 2石 \笋
,

称 F 是 k 一集 压缩

的
,

若对 E 中的任意有界集 A 有 a ( F (A )) ( k a

(A )
,

O簇k< l 。

定 义 7困 :
设 ( 口

,

A ) 是 一 个 可 测 空 间
,

称

F , E ~ Z E \笋是可 测 的
,

若 对 E 中每个 开集 O
,

F 一 ‘ (O ) 一 {x 任口 : F ( x ) 自O 共妈 任A
。

定义 8困 :
设 f : 口~ E ,

称 f 是 F 的一个选择
,

若任意 x 任门 有 f ( x ) 任F ( x )
。

注 3 :
有关锥的详细内容参见文献 「2〕

。

注 4 :
有关多值映射的详细内容参见文献 [ 5〕

。

定义 9 :
设 口拼价是 Ban ac h 空间 Y 的子集

,

X 是

B a n ac h 空间
。

称 F ,
口一 ZX \笋是紧算子

,

若 F 把

口 中的有界集映成 X 中的相对紧集
。

引理 护〕 :

设 E 是 Ban ac h 空间
,

C 是 E 中的闭凸

子集
,

U 是 C 的开子集且 夕任U
。

若 F :
百~ 2c \价

是 u
.

5
.

。 , k 一集压缩的紧凸值映射
,

那么下面结

论有且 只有 一个成 立
:

¹ 存 在
u 任百 使 得 u 任 F

(u ) ; º存在 u 任 a U 及 久任 〔。
, 1〕使得

u 任 又F

( u )
。

引理 6[ 6习 :

设 ( E ,

l{
·

lj) 是 B a n a e h 空间
,

P互

E 是一个锥
,

且 {I
·

{. 按 尸 导出的半序单调递增
,

常数
: , R 满足 。< r < R

。

记 石
; -

{x 任 尸
:

}}x {I ( R }
,

石
,

一 {x 任尸
:

1}x }i (
r }

。

若 F :

瓦~ 2尸 \协是 u
.

5
.

。 ,

k一集压缩的紧凸

值映射
,

且下面条件成立
:

¹ 1}川}成 {!x !{
,

V y e

F (x )
, x 任 刁瓦

; º 1} y }}> }{ x }!
,

V y 任 F

( x )
, x 任 日口

r ,

则 F 有不动点 x ,

且 x 任 {x 任

尸 : r < !}x }l簇R }
。

引理 7 [ 6〕:

设 ( E ,

11
·

11) 是 B a n a e h 空间
, P互

E 是一个锥
,

且 }}
·

11按导出的半序单调递增的
,

常数
二 ,

R 满足 。< r < R
。

记瓦 -

{x 任尸
:

}lx }l簇R }
,

万
r

一 {x 任尸 :

1}x }{( r }
。

若 F :

瓦~ 2尸 、笋是 u
.

5
.

。 ,

k一集压缩的紧凸

值映射
,

且下面条件成立
:

¹ }!川}> 1}x }I
,

V y

任F ( x )
, x 任 刁瓜

; º {1夕 }!( 】{x }}
,

V 夕任

F (x)
, x 任 刁口

r ,

则 F 有不动点 x ,

且 x 任 福x e

P , r
簇 !} x l}< R }

。

称
、任Cl 〔J

,

E〕是 ( 3 ) 式

厂I
J

的a(
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的正解
,

如果
u 任B C [J

,

P〕且满足 (3 ) 式
。

2 主要结果

先给出下面几个条件
:

(H
l
) F

:

J x 尸 x 尸只 尸~ 2 尸 、笋是凸闭值映射
。

V u , v ,

二 任 P
,

F (
· , u , v ,

w ) 可 测
,

对
a

.

e
.

t任J
,

F (t
, . , . , .

) 是 u
.

5
.

。 ,

存在 P任 Ll

[ J
,

R +
〕

,

使得对任意 x (t) 任F (t
, u , v ,

w )
,

有

1lx (t) 11簇p (t )(a
11

u
11+ b 11

v
11 +

c
11w .1)

,

且 S孰
“

一 { x 任 Ll [ J
,

E〕
, x (t ) 任 F (t

, u

(t)
,

T u (t )
,

S u (t ))
, a

.

e
.

t 任J } 笋价
,

V u 任 C

巨J
,

E〕
。

(H
S
) 任意 t任J

,

存在 d (t) 任C 仁J
,

P〕门L
,

[ J
,

R +
j

,

当 l}
u
lj+ 11

v
11+ l}w 11~ co 时

,

有
:

}}x (t) ,,
d (t ) ( 11

u
41+ 11

v
l} + l! w 11 )~

O
,

V x

(H
。

)

(t) 任F (t
, u , v ,

w )
, u , v ,

叨任尸
。

存在 R ) 0
,

当
u e {u 任B C 〔J

,

P〕

(H
Z
)、

一 : ; :{;
、(:

, 5 )d s < 一

{l
u
{{
。
一 R }

,
x 任S玉

, “

时
,

成立
:

{
. ,

1 「co
, 、 , .

户
, 、 , :

}
_

_
s u p { 11 二立下 I x (s )d s 十 l x (s)d : 11 )> R

。

猎犷}
”

月一 IJ
。 一 ‘一 ‘

一
’

J厂
‘一 ’

一
”

J/
‘

”

定理 1
:

若条件 (H
l
) 一 (H

。
) 成立

,

则 (3 ) 式

有平凡解 0 及两个正解
u , , u , ,

且存在常数
; ,

L
,

满足 O<
r

< R < L
,

使得
:

r镇 ,J
u ,

j!
。

< R < ,l
u :

Jj
。

镇L
。

证明
:

首先
,

由引理 10 知
,

A 是定义在 B C 〔J
,

h
.

一 s {了
h (艺

, ·, d
‘

< -

s
.

c ,

凸值紧算子
。

由条件 (H
、
)

,

取 。一

彗夕

尸j 上的 u.

其次
,

月一 l

且 {沙{歹
. h (:

, , ‘

卜
、(:

, ‘) . d s 一 。
, a

.

e
.

, 。 J
。

(H
3
) V t任 J

,

F (t
,

B
, ,

B : ,

B 3
) 是 E 中的相

对紧集
,

其中 B , ,

B : ,

B
3

是 E 中的有界集
。

注 5 :

由 (H
:
)

,

(H
3
) 知

,

F 是紧凸值映射
。

引理 沪〕:

如果条件 (H
Z
) 满足

,

那么算子 T 和 S

是映 B C [ J
,

E 二人 B C [ J
,

E 」的有界线性 算

子
,

且 11 T 11毛k
’ ,

115 11镇h
’ 。

引理 9川
:

若 条件 (H
Z
) 满足

,

那么 u 任 Cl 「J
,

E j 是 (3) 式 的一个 正解 当且仅 当
u 任 B C [ J

,

尸〕
,

存在 x 任S乡
, “ ,

使得 u 是下面积分方程的解
:

1 「co
, 、 , .

「
‘

u (t ) 一 言止二 I x (s)d s + I x (s )d s (5 )
月一 IJ

。 一
、 一 ’

一
’

J
。- 、 - ,

一

定义算子 A
:
B c 口

,

尸〕~ 2改 J, 月 \价如下
:

A (u ) 一 {h 任C
‘

〔J
,

P〕
, h (t ) -

(1 + k
‘

十 h
“

) 。 ’

召

(其 中

一丁了
·(: , d : ,

,

可证
,

存在
r : ,

当 {}
U
}}
·

毛百彝雨
.

x e s芜
二

时
,

有
:

,,

病丁了
X (‘ , d s +

丁;
X (‘, d s

,, ( ‘,
·

,“
·

(7’

取 ·
满足 0 < 喊砰炭而

~ ,

记

一一二”
一日口二

一 {u 任B C 〔J
,

P〕
“ / r 、

“ 1I B ‘, 、、

— f

儿

任B C 〔J
,

尸〕 11
。
11
。

簇二}
, n 一 i , 2

,

A

(8 )

(9 )

使得
u 任A 。

月寿一

1 厂co
, 、 , .

f
, , 、 ,

_ 。 ,
,

下二一下
.

I X 又s 夕Q s 洲卜 l x 又s少Q s ; X 七 0 户
. “ , a

.

e
·

不 匕 J I

户一 I J 0 J o

由 (7 ) 式
,

知

A (口
r

) C 口
r

A (日二 ) 仁日二

若存在
。任 刁。青及 几任 〔O

,

则由 (9) 式
,

有二 一 “
、
}!
。

簇 < 二产生矛盾
n n

(6 )

由引理 2
、

引理 4
、

引理 8 及引理 9 可得下面

结论
:

引理 10 :

如果 条件 (H
;
) 一 (H 3

) 成立
,

则 A

(B C 〔J
,

P ] ) 二 B C [ J
,

P 〕
,

且 算 子 A 是

u. “
·

“ ,

紧凸值算子
。

再给出下面几个条件
:

(H
、
) 任意 t 任J

,

存在
: (t) 任 C 〔J

,

P ] 门L
‘

〔J
,

R +
〕

,

当 1l
u
}} + 1}

v
}】+ }! w }}一。时

,

有
:

!Ix (t) 11
一一

,

- 甲
,

一写共之书山共卜
,

一
, ~ 0

.

c (t ) ( 11u 11 + }1 v 11+ l, w 11)

V x (t) 任F (t
, u , v ,

w )
, u , v ,

w 任 P
。

故由引理 5 知
,

存在
、任 刁口于

,

使
u 任A u 且 。镇

11
u
11
·

镇青
。

令
n
净co 知 (3 , 式有平凡解 u 一“

。

由 (8 ) 式知
,

V u 任 刁日
, ,

V y 任A u 有
:

{}少 {}
。

镇 }}
u
}}
。

(10 )

记 口
;
一 {u e B C 〔J

,

P〕
,

}l
u
{}
。

( R }
,

瓦 一 {u 任B C 〔J
,

P〕
:

{}
u
}}
。

镇R }
。

由条件 (H
6

) 知
,

V u 任 a 石
, ,

V y 任A u
有

:

}{少 1{
。

) }}
u
{}
。

(1 1 )

从而由 (1 0 )
,

(1 1 ) 两式及 引理 7 知
,

存在
u :
任 {u 任B C 〔J

,

P」
, r
簇 }}

u
}}
。

< R }
,

使得
u ;

任A u l 。

即 “ ,

为 (3) 式的正解
,

且满足 r镇
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6 1
·

u :

l}< R
。

O尸)
.*再 由条 件 (H

S
)

,

取 ￡ -
月一 1

(1 + k
.

+ h
’

(其中、
一 {了

·(: )d : )
,

存在 R
l

> (‘+ “

) d

十 h

(h
s

) 任意 t 任J
,

存 在 d (t ) 任 C [ J
,

P」门L ,

巨J
,

R 、
〕

,

当 }!
u
}1+ }}

v
}1 + }}w }}~ co 时

,

有
:

}}f (t
, u , : , ,

w ) }}
_ 八 。

_
_

_
_

_
_ _

二

二, 一另味竺午共气节止书井洲匕下 一 0
,

V u , v ,

w 任
d (t) ( 11u l] + 11v 11+ 11w 11 )

一

”
一

’ 一 ’

一 ~

尸
。

可证
,

当 】}
u ”

) 互而
二年万

. ,
x 任 S玉

, “

时
, (h

6
) 存在 R > o

,

当
u 任B C 〔J

, Pj

时
,

成立
:

u }}
。
一 R

1 介
, 、 , .

rt
, 、 , 月. ,

,

石一- - 二 } x 气S少d s十 } x 又习 d s l} 芝岌
户一 I J 0 J o

u
}1
。

1 厂
S U P \ }l 下万一一下 }
之e J 尸一

I J

f“
, · (5 ,

,

Tu (‘,
,

Su (5 , , d s +

丁;
f (‘

,

R,有11

(1 2 )

_
_ _

R
l 、

_

取 L ) 二, 一
舟午下二

,

记-

一
一 1 + 厂 + 尸

· ,

-

口:
= {u 任 B C [ J

,

P〕
:

1l
u
}1
二

< L }
,

而
:
= { u 任 B C 「J

,

P〕
:

11
u
11
。

镇L }
。

由 (1 1 )
、

(12 ) 两式及引理 6 知
,

存在 u :
任

{u 任B C [ J
,

P〕
,

R < }}
u
}!
。

镇 L }
,

使得
u :
任

A u Z ,

且有 O<
r

< R < L
。

综上所述 (3 ) 式存在平凡解 口及正解 u l , u Z ,

且有
r

镇 }{
u ,

}I
。

< R < 1}
u :

}l
。

簇L
。

证毕 !

下面考察边值问题 (1 )
,

给出下面假设条件
:

(h
,
) f

,
J X 尸 又 尸 X 尸~ 尸

,

V u , v ,

w 任 尸
,

f

(
· , u , v ,

w ) 可测
,

对 a
.

e
.

t 任 J
,

F (t
,

·

) 是连续
,

存在 P任Ll 「J
,

R +
〕有

}If (t
, u , v ,

w ) I}镇 p (t ) (a
}}

u
11 +

b ti
v
11 + ‘

11w l{ )
,

且

S二
, 。

= {x 任L ‘

[ J
,

E〕
, x (t ) 任F (t

, u (t )
,

T u (t )
,

S u (t ))
, a

.

e
.

r 任J } 护笋
,

V u 任 C [ J
,

u (: )
,

Tu (: )
,

Su (
、
) )d :

}} } > R
。

定理 2 :

若条件 (h
,
) ~ (h

。
) 成立

,

则 ( 1 ) 式

有平凡解 0 及两个正解 u l , u : ,

且存在常数
; ,

尺
,

L
,

满足 O<
r

< R < L
,

使得
:

r

簇 11
u l

l}< R < ll
u :

}l镇L
。

证明
:

由定理 1 及注 1 得证
。

注 6 :

从定理 2 可知
,

把文献 [ 1 ] 中的连续性条

件由下面的较弱条件
:

¹ 对 a
.

e
.

t 任 J
,

f (t
,

·

) 连续
,

º V u , v ,

w 任 E ,

f (
· , u ,

v,

w ) 可测
,

代替后
,

得到了 ( 1) 式的两个非零几

乎处处正解 u , , u Z 。
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