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一类具功能反应的 3种群模型的脉冲控制
①

胡彩霞 , 李医民
(江苏大学 理学院 , 江苏 镇江 212013)

摘要 : 利用脉冲系统的线性近似判定的方法对一个具有功能反应函数为 x的食饵 - 捕食者 3种群捕食链生物模型进行了研究 ,

通过脉冲控制得到了使原先不稳定的正平衡点渐近稳定的充分条件 , 从而使该种群达到了一个新的适宜各物种持续共存、发展

的稳定状态 , 并通过实例进行了证明。最后给出了生态解释。
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Impulsive Control of a Three - Species System with Functional Reaction
HU Cai - xia , L I Yi - min

(College of Science , J iangsu University , Zhenjiang 212013 , China)

Abstract : This paper studied a predator - prey ecosystem with functional reaction function x by using the lin2
ear approximate method of impulsive control system. Then it gave the sufficient condition for this system′s un2
stable positive equilibrium to approach asymptotic stability by the impulsive control. So the species arrived at a

new stable state in which they could sustainably develop . And an example was given to prove this method. Fi2
nally , the paper gave the ecological explanation.
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　　当生物控制被自然和人类成功完成时 , 许多受

欢迎的数学模型得以建立 , 留下了人们控制自然的

足迹 , 使自然按有利于人类生存的方向发展。文献

[1～6 ] 分别利用不同的控制手段研究了种群生态

模型的几类控制问题 , 使更多的控制理论方法融入

生态学中 , 同时生态学也为控制理论提供了应用平

台 , 促进了两门学科的进一步融合。

在自然界中 , 生态系统种群内部以及种群之间

的关系是非常复杂的 , 如竞争 , 互惠 , 捕食等。文

献 [ 6 ] 研究了一类具有功能反应函数为 x的捕食

- 被捕食两种群生物模型 :

Ûx 1 = x 1 g ( x 1) - φ ( x 1) x 2

Ûx 2 = x 2 [ - d + eφ ( x 1) ]
(1)

食饵种群的相对增长率为非线性情形 :

g ( x 1) = a - bx m , ( a > 0 , b > 0 , 0 < m < 1) ;

捕食率也为非线性情形 :

φ ( x 1) = cx
θ
1 , ( c > 0 , 0 <θ< 1)

(文中取 m =θ=
1
2

, a = c = 1) , 通过脉冲控制使其

渐近稳定。然而生物种群的捕食与被捕食关系是普

遍存在的 , 它不仅仅是两种群之间的相互作用 , 而

且往往是多个种群间的相互作用。为了更广泛的描

绘和控制生态系统 , 本文在文献 [6 ] 的基础上进一
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步研究具有功能反应函数为 x的食饵 - 捕食 3种群

生态模型的脉冲控制问题。为此 , 本文考虑下面模

型[7 ] :

Ûx1 = x1 g ( x1) - φ1 ( x1) x2

Ûx2 = x2 [ - r + cφ1 ( x1) ] - φ2 ( x2) x3

Ûx3 = x3 [ - s + dφ2 ( x2) ]

(2)

其中 x1 ( t) , x2 ( t) , x3 ( t) 分别表示种群Ⅰ、种

群Ⅱ、种群Ⅲ的种群密度 , r , c , d , s 为正常数。

系统 (2) 中 3种群的关系是 : 3种群之间仅有捕食

与被捕食关系 , 且捕食者种群的功能性反应函数为

与被捕食者种群密度成非线性的情况 :

φ1 ( x1) = ex
θ

11 , φ2 ( x2) = f x
θ

22 ,

以及捕食者的相对增长率也为非线性情况 :

g ( x1) = a - bxm
1 。

文献 [7 ] 讨论了这一 3种群捕食链系统的平衡

点的局部稳定性 , 并给出了平衡点不稳定的条件 ,

表明了多种群生存的复杂性。

不失一般性 , 令 m =θ1 =θ2 = 1/ 2 , a = e =

f = 1 , 可得下面的系统

Ûx1 = x1 (1 - b x1) - x1 x2

Ûx2 = x2 ( - r + c x1) - x2 x3

Ûx3 = x3 ( - s + d x2)

(3)

本文将利用脉冲控制理论中对脉冲系统的线性

近似判定的方法研究该模型正平衡点的渐近稳定性。

1　预备知识

考虑以下的脉冲微分系统

ÛX = A ( t) X + g ( t , X) , t≠τk

ΔX = BkX , t =τk , k = 1 , 2 , ⋯
(4)

其中 X∈R n ; A ( t) ∈R n×n ; g∶R + ×R n→R n。

令Φ ( t , x ) 为下列 ODE的基解矩阵

ÛX = A ( t) X (5)

定义 1 脉冲控制 : 给定一个系统 P , X ∈R n 是其

状态变量 , 一个控制时刻的集合 T = {τk} , τk ∈

R , τk <τk + 1 , k = 1 , 2 , ⋯, 在每一个时刻τk ,

X 按照 X (τ+
k ) = X (τ-

k ) + U ( k , X) 的规则

有一个脉冲突变 , 并且输出 Y = f ( X ) , f∶R n →

R m , Y ∈R m , 当 k →∞时 , Y 逼近空间 R m 中的

1个固定点 Y 3 。

定理 1[8 ]如果下列条件成立 : ①A ( t ) ∈ PC

( R + , R n×n) ; ②当τk - 1 ≤s ≤t ≤τk , k ∈N 时 ,

‖Φ ( t , s) ‖≤< ( t ) χ ( s) 。其中 < (·) , χ

(·) ∈PC ( R + , R ) , < ( t ) > 0 , χ ( t ) > 0 ,

< (τ+
k ) > 0 , χ (τ+

k ) > 0 , t ∈R + , k ∈N ; ③

函数 g ( t , x ) 连续且在 (τk - 1 , τk ] ×R n , k ∈

N 上对于 x 局部 Lipschitzian连续 , 对每一个 k 和

y ∈R n , ( t , x ) → (τk , y) , t >τk 时 g ( t , x )

的极限存在 ; ④在域 R + ×R n 上 , 下列不等式成

立 : ‖g ( t , x ) ‖≤α ( t ) ‖x ‖m , 此处 m >

1是常数 , 函数α (·) ∈PC ( R + , R ) 是非负

的 ; ⑤‖I + Bk ‖≤γk , 此处γk ≥0 是 1 个常数 ;

⑥D (0 ,∞) >∫
∞

0
( Π

0 <τ
k

< s
rk)

m - 1 <m ( s)χ( s)α( s) ds <

∞ , 此处 rk =γk< (τk) χ (τ+
k ) ; ⑦对任意ε> 0

和 t0∈R + , 存在 1 个σ=σ (ε, t0) 使得 < ( t )

Π
0 <τ

k
< s

rk <ε, t ≥t0 +σ, 那么系统 (4) 的解 x = 0

是渐近稳定的。

2　主要结果

对系统 (3) 做变换 x 1 = x 1 , x 2 = x 2 ,

x 3 = x 3 , 且变换后 x 1 , x 2 , x 3仍用 x 1 , x 2 , x 3

表示 , 记 A 0 = s , A 1 = d/ s , 得

Ûx 1 = 1/ 2 ( x 1 - bx 2
1 - x 2

2)

Ûx 2 = 1/ 2 ( - rx 2 + cx 1 x 2 - x 3)

Ûx 3 = A 0 x 3 ( - 1 + A 1 x 2)

(6)

定理 2[7 ]如果下面条件满足 : ①g ( 0) = a > 0 ,

当 x 1 > 0时 , 对所有的 x 1 有 g′≤0 ; 而且存在 K

> 0使 g ( K) = 0 ; ②φ1 (0) = 0 , 当 x 1 > 0时 ,

对所有的 x 1有φ′1 > 0 ; ③φ2 (0) = 0 , 当 x 2 > 0

时 , 对所有的 x 2有φ2 > 0。则系统 (3) 在 R +
3 中

的解有界。

从生态的角度来说 , 由模型 (3) 和定理 2 中

的条件 ①知 , 当捕食者种群 x 2 和 x 3 不存在时 ,

资源 x 1是密度制约的 , 也即受环境约束 , 资源必

为有限的 , 那么 , 显然所能养活的捕食者种群也是

有限的。故系统 (3) 在 R +
3 中的解有界。

由于系统 (3) 的参数 b , r , c , s , d均为正

常数 , 函数 g ( x 1 ) , φ1 ( x 1 ) , φ2 ( x 2 ) 分别满

足定理 2中的条件 ①～ ③, 所以系统 (6) 在 R +
3

内可有 4个平衡点 : O (0 , 0 , 0) , E1 (1/ b , 0 ,

0 ) 和 E2
r
c

,
cr - br2

c
, 0 及正平衡点 E3

( x 3
1 , x 3

2 , x 3
3 ) 。其中 x 3

1 , x 3
2 , x 3

3 满足的方程

为 :
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x 1 - bx 2
1 - x 2

2 = 0

- rx 2 + cx 1 x 2 - x 3 = 0

- 1 + A 1 x 2 = 0

(7)

解得

x 3
1 =

A 1 + A 2
1 - 4 b

2 bA 1
, x 3

2 =
1
A 1

,

x 3
3 =

c ( A 1 + A 2
1 - 4 b) - 2 brA 1

2 bA 2
1

。

下面研究不稳定正平衡点 E3 ( x 3
1 , x 3

2 ,

x 3
3 ) 。

令 e1 = x 1 - x 3
1 , e2 = x 2 - x 3

2 , e3 = x 3 - x 3
3 ,

加上脉冲控制ΔeX = BkeX , eX = ( e1 , e2 , e3 ) T

后 , 系统 (6) 可改写为 :

Ûe1

Ûe2

Ûe3

=

1
2

- bx 3
1 - x 3

2 0

c
2

x 3
2

cx 3
1 - r

2
-

1
2

0 A 0 A 1 x 3
3 0

e1

e2

e3

+

-
be2

1 + e2
2

2

c
2

e1 e2

A 0 A 1 e2 e3

, t ≠τk

ΔeX = BkeX , t =τk

(8)

其中 A , g ( X) , Bk 分别表示如下 :

A =

1
2

- bx 3
1 - x 3

2 0

c
2

x 3
2

cx 3
1 - r

2
-

1
2

0 A 0 A 1 x 3
3 0

,

g ( X) =

-
be2

1 + e2
2

2

c
2

e1 e2

A 0 A 1 e2 e3

, Bk =

B 1 0 0

0 B 2 0

0 0 B 3

。

定理 3 假设 {τk} 是等距的 , 间隔设为ω> 0 , 令

λ1为矩阵 A的最大特征根。

令 rk = ‖I + Bk ‖2‖P‖2‖P - 1‖2 , r = max

{ rk} , k = 1 , 2 , ⋯,õ t /ω」。

其中 A = PJ P - 1 , J 是矩阵 A 的 Jordan形 , - 1 <

B 1 < 0 , - 1 < B 2 < 0 , - 1 < B 3 < 0。

如果条件λ1 t + õ t /ω」ln r < 0 , 对 t >τ1 成

立 , 则系统 (6) 的正平衡点 E3 ( x 3
1 , x 3

2 , x 3
3 )

是渐近稳定的。

证明 从系统 (7) 得到

A ( t) =

1
2

- bx 3
1 - x 3

2 0

c
2

x 3
2

cx 3
1 - r

2
-

1
2

0 A 0 A 1 x 3
3 0

由此得到定理 1的条件①满足。

又 g ( t , X) =

-
be2

1 + e2
2

2

c
2

e1 e2

A 0 A 1 e2 e3

是连续的且对于

x 局部 Lipschitzian连续 , 所以定理 1 的条件 ③满

足。

当 m = 2时 , 又可得到

‖g ( t , x) ‖≤ b + 1
2

+
c
2

+ | A0 A1| ‖x‖2

此时设α ( t ) =
b + 1

2
+

c
2

+ | A 0 A 1 | , 则定

理 1的条件④满足。

而 eAt = PeJ t P - 1 , ‖eA ( t - s) ‖2 = ‖ PeJ ( t - s)

P - 1‖2≤‖P‖2‖P - 1 ‖2‖eJ ( t - s) ‖2≤

‖P‖2‖P - 1‖2 e
λ

1
( t - s)

这里λ1是矩阵 A的最大特征根。

又可以得到‖Φ ( t , s) ‖2 ≤‖P ‖2 ‖P - 1

‖2 e
λ

1
te -λ

1
s , 取 < ( t ) = ‖P ‖2 e

λ
1

t和χ ( s) =

‖P - 1‖2 e -λ
1

s , 故定理 1的条件②满足。

当 m = 2时 ,

D (0 , ∞) =∫
∞

0
( Π

0 <τ
k

< s
rk) m - 1 <m ( s)χ( s)α( s) d s ≤

∫
∞

0
rn ( s ,0) ‖P‖2

2 e2λ
1

s‖P - 1‖2 e -λ
1

s

b + 1
2

+
c
2

+| A 0 A 1 | d s =

∫
∞

0
rn ( s ,0) ‖P‖2

2‖P - 1‖2 e
λ

1
s

b + 1
2

+
c
2

+| A 0 A 1 | d s =

∫
∞

0
‖P‖2

2‖P - 1‖2 e
λ

1 s + n ( s ,0) ln r

b + 1
2

+
c
2

+| A 0 A 1 | d s

这里 n ( s , 0) = sup k = õ t /ω」。

显然 , 假如λ1 s + n ( s , 0 ) ln r < 0 成立的

话 , 定理 1的条件⑥满足。

又λ1 s + n ( s , 0) ln r < 0成立 , 则可以得到
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< ( t) Π
0 <τ

k
< t

rk ≤‖P‖2 e
λ

1
t Π
0 <τ

k
< t

r =

‖P‖2exp (λ1 t + n ( t , 0) ln r) <ε

故定理 1的条件⑦也满足。

而‖I + Bk ‖=ρ ( I + Bk) ≤γk , (γk ≥0) ,

因而条件⑤满足。

可知系统 (8) 的原点是渐近稳定的。

由以上证明及定理 1可知定理 3成立。

从而系统 ( 6 ) 的正平衡点 E3 ( x 3
1 , x 3

2 ,

x 3
3 ) 是渐近稳定的。

例 取系统 (8) 中 b = 1/ 4 , c = 7 , r = 1 , A 0 = 1 ,

A 1 = 1 , 则 x 3
1 = 2 , x 3

2 = 1 , x 3
3 = 13 , λ1 = 4 ,

A ( t) =

0 - 1 0

7
2

13
2

-
1
2

0 13 0

, J =

4 0 0

0
5
2

0

0 0 0

,

P =

2 2 2

- 8 - 5 0

- 26 - 26 14

, g ( t , X) =

-
e2

1 + 4 e2
2

8

7
2

e1 e2

e2 e3

, α ( t) =
41
8

, 当 m = 2时 ,

‖g ( t , x ) ‖≤α ( t) ‖x ‖2 =
41
8
‖x ‖2 ,

< ( t) = ‖P‖2 e
λ

1 t = 401329 2 e4 t ,

χ ( s) = ‖P - 1‖2 e -λ
1

s = 01767 4 e - 4 s , 从而

‖Φ ( t , s) ‖2≤‖P‖2‖P - 1‖2 e
λ

1
te -λ

1
s =

< ( t) χ ( s) 。

取 Bk =

- 0197 0 0

0 - 0199 0

0 0 - 0197

,

ω= 0101 , γk = 1 , t = 4 , 则

‖I + Bk ‖=ρ ( I + Bk) = 0103≤1 ,

rk = ‖I + Bk ‖2‖P‖2‖P - 1‖2 = 01928 5 ,

r = max { rk} = 01928 5 ,

λ1 t + n ( t , 0) ln r =λ1 t + õ t /ω」ln r =

4×4 + õ 4/ 0101」×ln01928 5 = - 131674 0 < 0

D (0 , ∞) ≤

∫
∞

0
401329 22 ×01767 4 ×41

8
e - 131674 0 =

∫
∞

0
639 61683 7 e - 131674 0 < ∞ ,

< ( t) Π
0 <τ

k
< t

rk ≤401329 2 e - 131674 0 <ε。

由定理 1 和定理 3 可知 , 系统 (8) 原点渐近

稳定。

3　结　论

通过上面的证明和举例可知 , 利用脉冲控制可

以有效的控制所研究的生态系统的稳定性。系统的

不稳定正平衡点变成了渐近稳定的点 , 最终使该种

群达到了一个新的适宜各物种持续共存、发展的稳

定状态。
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