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含单负或双负介质光子晶体的传输矩阵和色散关系
3
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摘要 : 基于 Maxwell的电磁场理论 , 推导了平面电磁波在ε> 0、μ< 0或ε< 0、μ> 0 的介质 (简称单负介质 , SN G) , 或ε、μ

同时为负的介质 (简称双负介质 , DN G) 中传播的传输矩阵。对于不同的偏振态 , 采用不同的修正导纳 , 则传输矩阵具有相同

的形式。对于 SN G或 DN G构成的光子晶体 , 利用周期性条件 , 进而得到了一维无限周期光子晶体的色散关系。

关键词 : 单负介质 ; 双负介质 ; 传输矩阵 ; 色散关系

中图分类号 : O 4311 2　　　　文献标识码 : A

Transfer Matrix and Dispersion Relation of 1D photonic Crystal
Composed of Single negative or Double negative Materials

TAN G Li , CH EN Xian - feng , SH EN Xiao - ming , SH I Du - fang
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Abstract : Based on Maxwell′s elect romagnetic field t heory , t he t ransfer mat rix of p ropagating planar elec2
t romagnetic wave is deduced in medium wit hε> 0 andμ< 0 orε< 0 andμ> 0 (SN G , called single negative

medium) , or in medium wit h simultaneously negativeε, μ (DN G , called double negative medium) . The

t ransfer mat rix can be expressed in t he same formula for different polarization by using different modified

conductance. By using periodical condition t he dispersion relation is obtained for 1D infinitely periodical

p hotonic crystal composed of SN G or DN G.
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　　光子晶体是由介电常数 (或折射率) 周期性变

化排布的材料 , 具有光子禁带和光子局域特征 , 因

此在许多方面都有重要应用。一般的介质材料 , 其

介电常数ε、磁导率μ均为正值 , 因此折射率 n >

0 , 这类材料称为双正介质 (DPS) , 或称为右手材

料。对 DPS构成的光子晶体的研究比较充分 , 理

论也较为完善。传输矩阵法就是其中的一种方法 ,

它是研究光波在一维光子晶体中传播的一种行之有

效的方法[1～3 ]。

2000年 Smith 等人制造成功一种人造物质 ,

在某些频段可以体现出ε< 0、μ< 0 的特性[4 ]。这

种人造物质称为双负介质 (DN G) , 或称为负折射

率材料、左手材料。DN G的出现 , 拓宽了光子晶

体的应用领域 , 引发了新一轮的研究热潮。对于

DN G , 将一般传输矩阵中相应介质层的折射率用

负值代入 , 通过简单的替代就得到了适用于 DN G

的传输矩阵[5 ]。但是这种人造物质在自然界中并不

存在。相反 , 自然界中存在着一些频段内ε或μ的

实部为负的材料 (单负介质 , SN G) 。如 : 等离子

体 , 当入射电磁波的频率低于其等离子体振荡频率
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时 , 将出现ε< 0但μ> 0的特性 ; 细金属条 , 当电

矢量方向沿着轴向时金属条将出现高通滤波的性

质 , 即出现ε< 0 的特性 ; 开口谐振环 , 当磁矢量

方向沿着环的轴向取向时将在环内产生磁共振 , 出

现μ< 0的特性[4 ,6 ]。Smith等人就是将开口谐振环

和细金属条阵列周期性排列而制成了在整体结构上

体现负折射率性质的人造物质。实际上这种人造物

质可以看成是由两种 SN G材料周期性排列而成的

光子晶体。对于这种 SN G材料的研究 , 报道不多 ,

也没有看到过有关传输矩阵方法的报道。

基于这一思想 , 本文从 Maxwell 的电磁场理

论出发 , 结合边界连续性条件 , 推导了电磁波在一

维光子晶体中传播的传输矩阵和色散关系。该研究

方法适用于更一般的光子晶体 , 即光子晶体可由

DPS、或 DN G、SN G所组成。并利用该方法研究

了 SN G光子晶体的传输特性和色散关系 , 得到了

预期的结果。

1　理论推导

11 1　传输矩阵

电磁波在无源介质中传播时的 Maxwell 方程

为 ¨·D = 0 , ¨·B = 0 , ¨×E = -
5 B
5 t

, ¨×H

=
5 D
5 t
。此外 , D =εE , B =μH。

一维光子晶体有 N 层 , 每层介质的有关参数

为 : 介电常数εj、磁导率μj、层厚 d j ( j = 1 , 2 ,

⋯, N) 。该晶体共有 N + 1 个界面 , 依次标记为

界面 1 , 2 , ⋯, N + 1。晶体外侧为无限大的均匀

介质 , 相应参数为ε0、μ0 和εs、μs。当电磁波入射

时 , 以入射面为 x z平面 , z轴为晶体的法线方向 ,

x y平面平行于晶体表面 , 如图 1。

图 1　一维光子晶体的结构示意图

Fig11　Schematic diagram of 1D photonic crystal

　　考虑介质为各向同性介质 , 时谐因子为 e - iωt。

平面电磁波有两种偏振态 : 横电波 ( TE , 也称 s

波) 和横磁波 ( TM , 也称 p 波) 。

先讨论 TE波 , 均匀无限大介质中 Maxwell方

程的解为

E = yE y e - iωt , Ey = E0 eik x x + ikz z (1)

H = x -
kz

ωμ E y e - iωt + z
k x

ωμ E y e - iωt (2)

式中 , x、y、z表示 x、y、z轴的单位矢量 , k2
x +

k2
z =ω2εμ。由于光子晶体一般置于正常介质 DPS

中 , k x =
ω
c

nsinθ, c为光速 , n为外侧介质的折射

率 , θ为入射角。

由于界面的反射和折射 , 故在介质中一般同时

存在着前向波和反向波 , 介质中的电场和磁场应为

这两种波的叠加 , 即

Ey = eik x x ( Aeikz z + Be - ikz z ) (3)

H x = -
kz

ωμeik x x ( Aei kz z - Be - ikz z ) (4)

H z =
kx

ωμeik x x ( Aeikz z + Be - i kz z ) (5)

表达式中的系数 A、B 将由边界处电磁场的连续性

条件决定。以界面 2 ( z = d1 ) 为例 , 边界连续性

条件为

Ey1 ( z = d -
1 ) = Ey2 ( z = d +

1 ) (6)

H x1 ( z = d -
1 ) = H x2 ( z = d +

1 ) (7)

式中下标数字表示相应的介质层。

在界面 1上 , 有

Ey1 ( z = 0 + ) = eik x x ( A 1 + B1 ) = E1 (8)

H x1 ( z = 0 + ) = -
kz1

ωμ1
eik x x ( A 1 - B1 ) = - H1

(9)

在界面 2上 , 有

Ey1 ( z = d -
1 ) = eik x x ( A 1 eikz1 d1 + B1 e - ikz1 d1 ) = E2

(10)

H x1 ( z = d -
1 ) = -

kz1

ωμ1
ei k x x ( A 1 eikz1 d1 - B1 e - ikz1 d1 )

= - H2 (11)

上式中定义的 E1、H1 和 E2、H2 分别代表在介质

1两边的界面 1、2上切向的电场强度和磁场强度。

在其他介质中也可以写出相应的表达式 , 根据边界

连续性条件易得 , 在不同的介质中 kx 的数值不变 ,

而 kzj分量却具有不同的值 , k2
x + k2

zj =ω2εjμj ( j =

1 , 2 , ⋯, N) 。

若记ηj =
kzj

ωμj
为介质 j 的修正导纳 , 则由式

(8) ～ (11) 可得

E1

H1

=
co skz1 d1 -

i
η1

sin kz1 d1

- iη1 sin kz1 d1 coskz1 d1

E2

H2

=
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M1

E2

H2

(12)

矩阵 M1 称为介质 1的传输矩阵 , 对其它介质层的

处理亦有相似的形式。

对于 TM 波 , 亦可以进行类似的处理 , 传输

矩阵形式相似 , 不过介质 j层中的修正导纳为ηj =

ωεj

k zj
。

综上所述 , 得到了联系介质 j层两侧两界面上

切向的电场强度和磁场强度之间的传输矩阵

M j =
co skzj d j -

i
ηj

sin kzj d j

- iηj sin kzj d j coskzj d j

(13)

式中修正导纳为

ηj =

kzj

ωμj
　　　　 ( TE)

ωεj

k zj
　　　　 ( TM)

(14)

而 kzj的表达式为

kzj =

ω2εjμj - k2
x 　　 (DPS , 且ω2εjμj > k2

x )

- ω2εjμj - k2
x 　 (DN G , 且ω2εjμj > k2

x )

i k2
x -ω2εjμj 　　 (上述两种情况除外)

(15)

对于 kzj的表达式 , 第一种情况 (DPS) 的研

究较多 , 已被人们广泛接受 ; 对于第二种情况

(DN G) , 是近期的研究热点 , 由于在 DN G中波矢

方向与能流方向相反 , 故 kzj取负号[5 ] ; 而对于第

三种情况 , 包括了 SN G , 以及前两种情况中当

ω2εjμj < k2
x 时倏逝波的传播。

11 2　反射和透射特性

已知单层介质的传输矩阵 , 可以得到整个一维

光子晶体的总传输矩阵为

M = M1 M2 ⋯MN =
a b

c d
(16)

即
E1

H1

= M
EN + 1

H N + 1

由此可得反射系数 r和透射系数 t 为

r =
aη0 + bη0ηs - c - dηs

aη0 + bη0ηs + c + dηs
(17)

t =
2η0 m

aη0 + bη0ηs + c + dηs
, m =

1　　　 ( TE)

cosθ0
cosθs
　 ( TM)

(18)

式中η0、ηs 为晶体外侧介质的修正导纳 , 其形式

满足 (14) 式。不过对于一般的正常介质 DPS ,

ηj = nj cosθj / z0 ( TE) 或 nj / ( z0 cosθj ) ( TM)

( j = 0 , s) , 真空阻抗 z0 = 377Ω。n0、ns 分别表示

入射侧、出射侧介质的折射率 , θ0、θs 分别表示入

射角和出射角。

同时可得光子晶体的反射率 R和透射率 T 为

R = | r | 2 (19)

T =
4η0ηs

| aη0 + bη0ηs + c + dηs | 2 (20)

113　色散关系

若光子晶体由 A、B两种介质周期性交替排列

而成 , 这两种介质的相关参数分别为ε1、μ1、d1

和ε2、μ2、d2 , 则 d = d1 + d2 为光子晶体的晶格常

数。利用周期性条件 , 对 TE波有

Ey2 ( z = d - ) = Ey1 ( z = 0 + ) eiqd (21)

H x2 ( z = d - ) = H x1 ( z = 0 + ) eiqd (22)

由此可以得到系数 A 1、B1 和 A 2、B2 之间的

关系。要使这些系数有解 , 则必须满足方程

cos ( qd) = co s ( kz1 d1 ) cos ( kz2 d2 ) -

1
2
η1

η2
+
η2

η1
sin ( kz1 d1 ) sin ( kz2 d2 ) (23)

对 TM波亦可得到相同的表达式。 (23) 式即

为色散关系式 , 式中的修正导纳η满足 (14) 式。

(23) 式中 , q表示在晶体中传输波的波矢。若 q

为实数 , 表示该频段的波能在晶体中传播 , 透射谱

为通带 ; 若 q为虚数 , 表示该频段的波不能在晶体

中传播 , 透射谱出现截止带。

2　数值计算
利用文献 [ 7 ] 中的有关数据 : ε1 = 3、μ1 =

1 -
100
ω2 、d1 = 12 mm ,ε2 = 1 -

100
ω2 、μ2 = 3、d2 =

6 mm (圆频率ω= 2πf , 单位为 GHz) , 外侧介质

n0 = ns = 1 , 周期数 N = 20。电磁波垂直入射到光

子晶体 , 利用上述理论进行了透射特性的研究。

图 2绘出了该光子晶体的透射谱和色散关系 ,

其中 (a) 为色散曲线 , ( b) 为透射谱。当频率 f

< 11592 GHz时 , 光子晶体为 SN G晶体 ; 而当 f

> 11592 GHz时 , 则为 DPS晶体。由图 2 (a) 可

知 , 光子晶体的禁带范围为 ( 0 , 01215 7 ) 、

(01607 9 , 11001 2) 、 (31401 8 , 61317 0) GHz ,

而在 (01215 7 , 01607 9) 、 (11001 2 , 31401 8) 、
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(61317 0 , 81496 7) GHz 段则为通带 , 电磁波可

以透过 , 这从图 2 (b) 也可以清晰看出。

图 2　一维光子晶体的色散关系 (a) 和透射谱 (b)

Fig12　The dispersion curves ( a) and transmission spec2

tra ( b) of 1D photonic crystal

　　从图中可以发现 , 当频率 f < 11592 GHz 时 ,

尽管光子晶体为 SN G晶体 , 某一频段的电磁波依

然能够透过 , 甚至还会出现全透。我们知道 , 若晶

体只有一层 SN G , 电磁波在该层介质内的传输是

倏逝波 , 不可能出现全透 , 仅出现微弱的遂穿效

应。但多层 SN G构成的光子晶体 , 则会出现不同

倏逝波的强烈耦合 , 从而使得某一频率的电磁波出

现了很强的遂穿。

3　结　论
基于 Maxwell的电磁场理论 , 推导了平面电

磁波在一维光子晶体中传播的传输矩阵。对于不同

偏振的电磁波 , 采用不同的修正导纳 , 则传输矩阵

具有相同的形式。该传输矩阵具有普适性 , 可以适

用于任意类型的介质所构成的光子晶体。此外利用

周期性条件 , 还得到了一维无限周期光子晶体的色

散关系。
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