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一类变异的禽流感模型的定性分析
*

周 � 桦1 , 林支桂2

( 1� 江苏工业学院 数理学院, 江苏 常州 213164)

摘要: 考虑具扩散的传染病模型, 该模型描述了禽流感在鸟类和人类中的传播, 研究相应的具齐次 Neumann 边界条件反应扩

散方程组解的渐近性质。结果表明如果染病鸟类的接触率和染病人类的接触率小的话, 全系统的无病平衡点是渐近稳定的; 但

当染病鸟类的接触率大或者和染病人类的接触率大时, 变异的禽流感将在人类中扩散。
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Qualitative Analysis of a Mutant Avian Influenza Model
ZHOU Hua1 , L IN Zhi- gui2

( 1. School of M athemat ics and Phy sics, Jiangsu Po lytechnic U niversity, Changzhou 213164, China)

Abstract: T his paper is concer ned w ith an epidem ic model w ith diffusion describing the tr ansm ission of a-

v ian influenza among birds and humans, and considered the asymptot ic behavior o f the cor responding reac-

t ion- diffusion equat ions w ith homogeneous Neumann boundary condit ions. T he result show s that the dis-

ease- free equilibrium is local ly asymptot ically stable if the contact rate for the suscept ible birds and the

contact rate fo r the suscept ible humans ar e small. But if the contact rate for the susceptible birds or for the

suscept ible humans is big, mutant avian inf luenza spr eads in the human wo rld.
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� � 近年已有大量的工作 [ 1- 5]描述禽流感病毒的传

播。本文讨论在 S. Iw ami
[ 6]
中推广的 SI - SIR 禽

类- 人类的流感传染模型

X t- D 1�X= c- bX - �X Y

Y t- D 1�Y= �X Y- ( b+ m) Y

S t- D 2�S= �- �S- S ( �1Y+ �2H )

B t- D 2�B= �1S Y- ( �+ d+ �) B

H t- D 2�H = �2SH + �B- ( �+ �+ �) H

R t- D 2�R= �H - �R

( 1)

其中 t> 0, x � �且满足齐次 Neumann 边界条件

� X
� �=

� Y
� �=

� S
� �=

� B
� �=

� H
� �=

� R
� �= 0, t> 0, x

� � � (2)

和初始条件 ( x � �)

X (0, x ) = �1 (x ) �0, Y (0, x) = �2 ( x) �0

S (0, x) = �3 ( x) �0, B (0, x ) = �4 (x ) �0

H (0, x ) = �5 (x ) �0, R (0, x) = �6 (x) �0

(3)

其中 �是 R
n中的有界区域, 边界 � � 光滑, �为

单位外法向量。 ( 1) 式的两个方程是 SI 模型, 描

述在鸟类之间的相互作用。把鸟分成两类: 易感者
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类 (用 X 表示) 和已经感染了禽流感的感染者

(用 Y 表示)。 (1) 式中的常数 c是鸟的净出生率,

假定所有个体的自然死亡率都为常数 b, 已感染者

除正常的死亡外还有因患禽流感而额外的死亡, 把

这个死亡率记为 m。�X Y 是疾病的发生率, 其中

�是每次接触禽流感患病个体传染的概率。

(1) 式的后 4个方程是反映人类的 SIR 模型,

把人分成 4类: 易感的人类 (用 S 表示) , 已经感

染了禽流感的人类 (用 B 表示) , 已经感染了变异

的禽流感的人类 (用 H 表示) 和恢复的人类 (用

R表示)。常数 �是人类的净出生率, 假定人类的

自然死亡率都为常数 �, 已感染者除正常的死亡外

还有因患禽流感而额外的死亡, 把这个死亡率记为

d, 因感染了变异禽流感而额外死亡, 把这个死亡

率记为 �, 常数 �是禽流感变异的概率, �是恢复

率。�1S Y是由患禽流感鸟类引起的疾病的发生率,

�2SH 是由感染了变异的禽流感人类引起的疾病的

发生率, 其中 �1 是每次接触禽流感患病个体传染

的概率, �2 是每次接触变异的禽流感患病个体传

染的概率。常数 D 1 和 D2 分别是禽类和人类的扩

散系数。齐次 Neumann 边界条件表明上述系统是

自我封闭的, 在边界上没有禽类或人类的迁移。初

始函数 �i 是非负 Ho lder连续的并且在边界上满足

相容性条件。

最近考虑相应的常微分方程模型[ 6] , 得到了解

的长时间性质。本文在一个有界区域考虑具扩散的

禽类- 人类流感传染模型, 研究相应的反应扩散系

统解的渐近性质。

1 � 禽类系统的局部和全局稳定性
由于前两个方程组成的禽类系统不依赖于人类

系统, 因此首先研究下述子系统:

X t- D 1�X= c- bX - �X Y

Y t- D 1�Y= �X Y- ( b+ m) Y
( 4)

易知该系统有一个无病平衡点 e0 = ( c/ b, 0) , 它

表明没有感染禽流感的鸟类存在。进一步如果有下

述条件成立:

r0=
c�

b ( b+ m)
> 1

则系统 ( 4 ) 还有一个染病平衡点 e+ = ( X
*
,

Y
*
) , 其中 X

*
=
b+ m
�
和 Y

*
=

c
b+ m

-
b
�
。这意味

着在疾病传播期间, 当接触率 �足够大的时候,

鸟类是容易感染禽流感的。

类似于文献 [ 7] 的做法, 令0= �1 < �2< �3<

�, 齐次 Neumann边界条件下算子- �在 �上的

特征值。令

V= { u= ( X , Y) � C
1
( �) 2 | � �X = � �Y=

0, x � � �}
V i 是对应于给定的特征值 �i 的 V 的不变子空间。

故有 V= � �i= 1V i。令

L=
D 1� 0

0 D 1�
+

- b- �Y
*

- �X
*

�Y
*

�X
*
- ( b+ m)

则系统 (4) 的线性化为 u t= L u。由于 V i ( i �1)

是算子 L的不变子空间, 故 �是算子L 在空间 V i

的特征值当且仅当 �是下述矩阵的特征值:

- D 1�i 0

0 - D 1�i
+

- b- �Y* - �X *

�Y* �X * - ( b+ m)

则相应的特征方程为

�i ( �) = ( �+ �iD 1 + b+ �Y* ) (�+ �iD i + b+ m

- �
2
X

*
Y

*
= 0

首先考虑无病平衡点 e0 , 其特征值为- D 1�i-

b和- D 1�i+ c�/ b- ( b+ m)。如果 r 0> 1, 有一个

正特征值 �c/ b- ( b+ m) , 则 e0 是不稳定的; 若

r 0< 1, 则所有的特征值都是负的而且小于一个负

常数, 故 e0 是局部渐近稳定的。

接下来考虑另一个平衡点 e+ , 其相应的特征

方程为

�i ( �) = ( �+ �iD 1 )
2+ A (�+ �iD 1) + B= 0

其中 A= 2b+ m+ � ( Y * - X
*
) , B= b ( b+ m) +

b� ( Y * - X
*
) + m�Y* 。如果 r 0 > 1, 有 A > 0,

B> 0, 因此特征方程的所有根都有负实部, 进一

步可得所有实部都小于一个负常数。由文献 [ 8]

的定理 5� 1� 1可知 e+ 是局部渐近稳定的。

定理 1: 如果基本再生数 r 0> 1, 则系统 (4) 的染

病平衡点是局部渐近稳定的, 此时无病平衡点是不

稳定的。相反地, 若 r 0< 1, 则无病平衡点是局部

渐近稳定的。

接下来, 考虑系统 (4) 平衡点的全局渐近性。

定义 Lyapunov函数

V( t) =�� 1
2

X -
c
b

2

dx + c
b��Ydx (5)

沿系统 (4) 的正解对 V ( t ) 求导可得:
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dV ( t )
dt

= - D 1�� | �X |
2
+

c
b
| �Y |

2 dx -

�� (b+ �Y) X -
c
b

2

+
c
b
( b+ m) (1- r0) Y dx

当 r0< 1时, 故有:

lim
t � ��� [ | �X |

2
+ | �Y |

2
+ X ( t, x ) -

c
b

2

+

(Y( t , x ) - 0) 2 ] dx = 0 ( 6)

再利用 Poincare不等式得

lim
m� �
�X ( � , tm) -

c
b
�C2( �) = 0,

lim
m� �
�Y ( � , tm ) - 0�C2 ( �) = 0

下面考虑染病平衡点 e+ 的全局渐近性。令

V( t ) =�� X - X
*
- X

*
ln X
X

* dx +

�� Y - Y
*
- Y

*
ln Y
Y

* dx ( 7)

对 V ( t) 求导可得:

dV ( t )
dt

=�� X t 1-
X

*

X
+ Y t 1 -

Y
*

X
dx =

- D 1�� X
* | �X |

2

X
2 + Y

* | �Y |
2

Y
2 dx -

c�
b + m�� ( X - X

*
)
2

X
dx � 0

类似地可得下述定理。

定理 2: 若 r 0< 1, 则无病平衡点 e0 是全局渐近稳

定的。相反地, 若 r 0> 1, 则染病平衡点 e+ 是全局

渐近稳定的。

2 � 全系统局部稳定性
系统 (1) 始终有一个无病平衡点 E 0= ( c/ b,

0, �/ �, 0, 0, 0) , 它表明没有鸟类感染禽流感,

也没有人类感染禽流感。若

R0=
�2�

� ( �+ �+ �)
> 1,

则 系 统 ( 1 ) 有 一 个 平 衡 点 Eh =

c
b
, 0, S* , 0, H * , R* , 其中

S* =
�+ �+ �
�2 , H * =

�
�+ �+ �-

�
�2 , R* =

�
�H

* ,

这个平衡点表明人类被变异的禽流感所感染。

若 r0> 1, 则系统 (1) 有一个正平衡点 E+ =

( X
*
, Y

*
, S

*
, B

*
, H

*
, R

*
) , 其中 X

*
, Y

*

如上述所定义, 此外

S
* = �
�+ �1Y

*
+ �2H

* ,

B
*
=
�1 Y *

�+ �+ �
S

*
, R

*
=
�
�
H

*
,

这个平衡点表明不管鸟类被禽流感感染, 人类也有

被变异的禽流感感染。这里 H
* 是下述方程的唯一

正平衡点:

�2 ( �+ �+ �) H
2
+ { ( �+ �1Y

*
) ( �+ �+ �) -

�2�} H -
��1�Y

*

�+ d+ �
= 0

同上利用对相应线性问题的谱分析的方法得到

这 3个平衡点的局部渐近稳定性。

定理 3: 假设 r0 < 1和 R0 < 1, 则无病平衡点 E0 是

局部稳定的; 若 r 0< 1, R0 > 1, 则平衡点 Eh 是局

部渐近稳定的; 最后若有 r0 > 1, 则染病平衡点

E+ 是局部渐近稳定的。

结果表明如果染病鸟类的接触率和染病人类的

接触率小的话, 全系统的无病平衡点是渐近稳定

的; 但当染病鸟类的接触率大或者和染病人类的接

触率大时, 变异的禽流感将在人类中扩散, 这表明

即使染病的人类总数在一个低的程度, 我们也并不

能高枕无忧。因此预防禽流感大流行爆发的最佳策

略是, 不仅对患禽流感的鸟类采取措施, 杀灭隔离

它们, 而且当禽流感发生变异时, 也要对染上变异

禽流感的人类采取控制措施, 降低与已经染上变异

的禽流感病人的接触率。
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