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一类病毒动力学模型的全局渐近稳定性分析
*

邹定宇,王世飞
(常州大学 数理学院,江苏 常州213164)

摘要:建立和研究了具有潜伏细胞年龄结构,染病细胞年龄结构及分布时滞的病毒动力学模型。得到了每个模型的基本再生

数,对3个模型通过建立适当的Lyapunov函数,证明了当基本再生数小于1时,无病平衡点全局渐近稳定,疾病消除。当基本

再生数大于1时,正平衡点全局渐近稳定,疾病持续。
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GlobalPropertiesofVirusDynamicsModels
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Abstract:Virusdynamicsmodelswithage-of-infection,age-of-exposeanddistributedintracellular
delaywerediscussed.Thebasicreproductionnumberwasobtained.ByconstructingLyapunovfunctions,

itwasprovedthatthedisease-freeequilibrium wasgloballyandasymptoticallystableforthreemodels.
Ifthebasicreproductionnumberwaslessthanone,thediseasewascleared.Theendemicequilibriumwas
globallyandasymptoticallystableforthreemodels,ifthebasicreproductionnumberwaslargerthanone,

andthediseasepersists.
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暋暋具有染病细胞年龄结构的病毒动力学模型已有

很多研究[1-5]。然而这些文献中都没有对地方病平

衡点的全局渐近稳定性进行研究。解决这一问题的

主要方法就是建立 Lyapunov函数法[6-8],早期的

病毒在体内传播的病毒动力学模型[9]:

dx
dt=毸-mx-毬xv

dy
dt=毬xv-ay

dv
dt=ky-uv

(1)

其中x (t),y (t),v (t)分别表示t时刻,健康

的靶细胞,染病的靶细胞,病毒的浓度。毬为病毒

的感染力,新生的靶细胞x以速度毸增殖、以速度

m 死亡;病毒以不变的速度毬感染靶细胞x 而使之

成为y。被感染的细胞y以速度a 死亡 (通过免疫

介导引起的细胞死亡或细胞凋亡或被病毒直接破

坏)病毒被释放入血同时亦被清除 (通过吞噬细胞

的吞噬作用或血清 RNA 酶)。在被染细胞中病毒

以一定的速度k复制。当病毒复制率k、靶细胞感

染率毬和靶细胞生长率毸 超过病毒清除率u、受染
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细胞死亡率a和新生靶细胞死亡率m 时,便发生

了病毒的持续存在。
考虑潜伏细胞的病毒动力学模型[10]:

dx
dt=毸-mx-毬xv

dz
dt=毬xv- (b+c)z

dy
dt=cz-ay

dv
dt=毮y-uv

(2)

其中z (t)表示t时刻潜伏细胞浓度。b+c为潜伏

细胞的移出率包括自然死亡和因生成病毒而死亡,

c为潜伏细胞的发病率。文献 [10]利用建立Lya灢
punov函数的方法分析了以上两个模型的正平衡点

的全局渐近稳定性。
本文引入潜伏细胞、染病细胞年龄结构及分布

时滞的病毒动力学模型。运用微分方程和积分方程

中的理论和方法,得到基本再生数的表达式,通过

建立Lyapunov函数,证明了当在基本再生数小于

1时,无病平衡点全局渐近稳定。当基本再生数大

于1时,正平衡点全局渐近稳定。

1暋模暋型

1灡1暋考虑染病细胞年龄的病毒动力学模型

模型 (2)假设染病细胞一旦感染,立即产生

病毒,为了更加符合实际,在模型 (2)的基础上

考虑染病细胞年龄,建立以下模型:

dx
dt=毸-mx-毬xv

dz
dt=毬xv- (b+c)z

ya (a,t)+yt (a,t)=-毮 (a)y (a,t)

dv
dt=曇

曓

0
毮(a)y(a,t)da-uv

y (0,t)=cz (t)
(3)

y (a,t)表示t时刻染病细胞年龄为a 的染病细

胞数。记Y (t)=曇
曓

0
y(a,t)da, 则Y (t)表示

t时刻染病细胞总数。毮 (a)表示染病细胞年龄为

a的染病细胞的移出率,k曇
曓

0
毮(a)y(a,t)da为病毒

的生成率。假设所有的参数都是非负的,且毮 (a)
是一个关于a的非负有界函数。记x (0)=x0,z

(0)=z0,y (a,0)=y0 (a),v (0)=v0。
对系统 (3)第3个方程沿特征线积分得:

y (a,t)=
y0 (a,t) K0 (a)

K0 (a-t),a曒t

cz (t-a)K0 (a),a<

ì

î

í
ïï

ïï t
(4)

其中K0 (a)=e-曇a
0毮(氂)d氂 。

把 (4)式代入系统 (3)的第4个方程得:

v曚(t)=-uv(t)+毰曇
t

0
K1(a)z(t-a)da+F1(t)

(5)
其中

毰=kc
K1 (a)=毮 (a)K0 (a)

F1(t)=曇
曓

t
毮(a)y0(a-t) K0(a)

K0(a-t)da

(6)

易知F1 (t)满足lim
t曻曓

F1 (t)=0,K1 (a)满

足曇
曓

0
K1(a)da=1,其极限系统为:

dx
dt=毸-mx-毬xv

dz
dt=毬xv- (b+c)z

dv
dt=-uv(t)+毰曇

曓

0
K1(a)z(t-a)da

(7)

由文献 [3]系统 (3)的平衡点及其稳定性可

以用其极限系统 (7)来研究。

1灡2暋考虑潜伏细胞年龄的病毒动力学模型

模型 (2)没有考虑不同潜伏细胞的发病期不

同,为了更加符合实际,在模型 (2)的基础上考

虑潜伏细胞年龄,建立以下模型:

dx
dt=毸-mx-毬xv

za (a,t)+zt (a,t)=-氀 (a)z (a,t)

dy
dt=毲曇

曓

0
氀(a)z(a,t)da-cy

dv
dt=ky-uv

z (0,t)=毬xv
(8)

z (a,t)表示时刻t潜伏细胞年龄为a 的潜伏细

胞数。记Z(t)=曇
曓

0
z(a,t)da,则Z (t)表示t时

刻潜伏细胞总数。氀 (a)表示潜伏细胞年龄为a的

移出率,毲曇
曓

0
氀(a)z(a,t)da为潜伏细胞的发病率。

假设所有的参数都是非负的,且有氀 (a)是一个
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关于a的非负有界函数,记x (0)=x0,z (a,

0)=z0 (a),y (0)=y0,v (0)=v0。其极限

系统为:

dx
dt=毸-mx-毬xv

dy
dt=毬1曇

曓

0
K3(a)x(t-a)v(t-a)da-cy(t)

dv
dt=ky-uv

(9)
由文献 [3]系统 (8)的平衡点及其稳定性可

以用其极限系统 (9)来研究。

1灡3暋考分布时滞模型的病毒动力学模型

由于健康细胞感染和病毒生成有时间滞后特

点,在模型 (2)的基础上考虑潜伏时滞和病毒生

成时滞:

dx
dt=毸-mx-毬xv

dz
dt=毬曇

曓

0
g1(a)x(t-a)v(t-a)da-cz

dy
dt=bz-ay

dv
dt=毰曇

曓

0
g2(a)y(t-a)da-uv

(10)

其中毬曇
曓

0
g1(a)x(t-a)v(t-a)da体现了病毒感染

健康细胞的时滞,毰曇
曓

0
g2(a)y(t-a)da体现了染病

细胞生成病毒的时滞,曇
曓

0
gi(a)da=1,i=1,2。

2暋平衡点

系 统 (7) 总 存 在 无 病 平 衡 点 E0 =
毸
m

,0,æ

è
ç

ö

ø
÷0 ,记再生数为:R0= 毸毬毰

um (b+c),再生

数表示一个病毒再次感染的病毒数。
经计算,当R0>1时,系统 (7)存在正病平

衡点E* = (x* ,z* ,v* ),其中

x* = 毸
m+毬v* ,z* =uv*

毰
,v* =m

毬
(R0-1)

系 统 (9) 总 存 在 无 病 平 衡 点 E0 =
毸
m

,0,æ

è
ç

ö

ø
÷0 ,记再生数为R1=毸毬1k

umc
,经计算,当

R1>1时,系统 (9)存在正病平衡点E* = (x* ,

y* ,v* ),其中

x* = 毸
m+毬v* ,y* =uv*

k
,v* =m

毬
(R1-1)

系 统 (10) 总 存 在 无 病 平 衡 点 E0 =
毸
m

,0,æ

è
ç

ö

ø
÷0 ,记再生数为R2=毸毬毰b

aumc
,经计算,当

R2>1 时,系 统 (10)存 在 正 病 平 衡 点 E* =

(x* ,z* ,y* ,v* ),其中x* =acu
b毰毬

,

z* =毸
c 1-1

R
æ

è
ç

ö

ø
÷

2
,y* =bz*

a
,v* =毰y

*

u

3暋平衡点的稳定性分析

令:F (h,h* )=h-h*lnh,

Hi (a)=曇
曓

t
gi(a)da=1,则dHi=-gi (t)dt,

Hi (0)=1,Hi (曓)=0,i=1,2。
定理1:当R2<1,系统 (10)的无病平衡点全局

渐近稳定,疾病消除。
证明:建立下面的Lyapunov函数

U (x,y,v,z,w)= x-x0-x0lnx
x

æ

è
ç

ö

ø
÷

0 +

z+c
by+ac

b毰v+毬曇
曓

0
H1(a)x(t-a)v(t-a)da+

ac
b曇

曓

0
H2(a)y(t-a)da

dU
dt=mx0 2-x0

x-x
x

æ

è
ç

ö

ø
÷

0 +毬毸
m 1-1

R
æ

è
ç

ö

ø
÷

2
v曑0

所以由文献 [11]中的定理5灡3灡1,当R2<1无病

平衡点全局渐近稳定。
定理2:当R2>1,系统 (10)的正平衡点全局渐

近稳定,疾病持续。
证明:建立下面的Lyapunov函数

W (x,y,z,v)=W1+W2+W3

W1=毬曇
曓

0
H1(a)F(x(t-a)v(t-a),x* ,v*)da

W2=ac
b曇

曓

0
H2(a)F(y(t-a),y* )da

W3= (x-x*lnx)+ (z-z*lnz)+
c
b

(y-y*lny)+ac
b毰

(v-v*lnv)

dW
dt=mx* (2-x*

x -x
x* )+

毬x*v* (1-x*

x -lnx*

x +

曇
曓

0
g1(a)(1-z*x(t-a)v(t-a)

zx*v* +

lnz*x(t-a)v(t-a)
zx*v* )da+1-y*z

yz* +lny*z
yz* +

曇
曓

0
g2(a)(1-v*y(t-a)

vy* +lnv*y(t-a)
vy* )da-
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lnx*

x -lnz*x(t-a)v(t-a)
zx*v* -lny*z

yz* -

lnv*y(t-a)
vy* +曇

曓

0
g1(a)lnx(t-a)v(t-a)

xv da+

曇
曓

0
g2(a)lny(t-a)

y
da)曑0

所以由文献 [11]中的定理5灡3灡1,当R2>1,正

平衡点全局渐近稳定。
定理3:当R0<1,系统 (7)的无病平衡点全局渐

近稳定,疾病消除。
证明:如定理1建立下面的Lyapunov函数

U (x,z,v)= x-x0-x0lnx
x

æ

è
ç

ö

ø
÷

0 +

z+b+c
毰 v+ (b+c)曇

曓

0
H3(a)z(t-a)da

得到无病平衡点全局渐近稳定。
定理4:当R0>1,系统 (7)的正平衡点全局渐近

稳定,疾病持续。
证明:如定理2可建立建立下面的Lyapunov函数

W (x,z,v)= (x-x*lnx)+ (z-z*lnz)+
b+c
毰

(v-v*lnv)+

(b+c)曇
曓

0
H3(a)F(z(t-a),z* )da

得到正平衡点全局渐近稳定。
定理5:当R1<1,系统 (9)的无病平衡点全局渐

近稳定,疾病消除。
证明:如定理1以建立建立下面的Lyapunov函数

U (x,y,z)= x-x0-x0lnx
x

æ

è
ç

ö

ø
÷

0 +毬
毬1

y+

毬c
k毬1

v+毬曇
曓

0
H4(a)x(t-a)v(t-a)da

得到无病平衡点全局渐近稳定。
定理6:当R1>1,系统 (9)的 正平衡点全局渐

近稳定,疾病持续。
证明:如定理2可建立建立下面的Lyapunov函数

W (x,y,v)= (x-x*lnx)+

毬
毬1

(y-y*lny)+毬c
k毬1

(v-v*lnv)+

毬曇
曓

0
H4(a)F(x(t-a)v(t-a),x*v* )da

得到正平衡点全局渐近稳定。
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