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二元合金冷却曲线的分段点及过冷修正
*

戎红仁,杨暋光,顾暋浩
(常州大学 石油化工学院,江苏 常州213164)

摘要:对二元合金相图绘制的内容,研究了3个问题:栙用连续的分段函数表征二元合金相图的冷却曲线;栚冷却曲线的一级

导数曲线是不连续的;栛根据实验数据,用有限外延法和逐步逼近法进行修正可以得到满意的结果。
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PiecewisePointinCoolingCurveofBinaryAlloyand
SupercoolingCorrection

RONGHong-ren,YANGGuang,GU Hao
(SchoolofPetrochemicalEngineering,ChangzhouUniversity,Changzhou213164,China)

Abstract:Phasediagramofbinarycomponentshasbeenincludedinmanyexperimentaltextbooksforits
importantindustrialapplicablevalues.Onthebasisoftheresearches,threemutualproblemswerefurther
studiedindetails.Firstly,thecoolingcurvewascharacterizedbypiecewisefunctionandthepiecewise
pointmustbethephasetransitionpoint.Allofthepiecewisepointsonthecoolingcurvescannotbederiv灢
ative,buttwohalf-tangentsexistateachoftheabovepiecewisepoints.Thesecharacteristicsaccordwith
thedefinitionof“cornerpoint暠incalculusandthephasediagraminequilibriumstate.Sothebasicterm
“cornerpoint暠issuggestednowforthepiecewisepointsonthecoolingcurves.Secondary,thefirstderiva灢
tivecurveofthecoolingcurvemustbediscontinuousandshouldnotbelikethecontinuousformshownin
theliteratureandthediscontinuouspointcorrespondstothephasetransitionpoint.Thirdly,accordingto
theexperimentaldata,thehighresultobtainedbyextrapolationmethodreportedintheliteraturewasdue
tothelongperiodofsupercooling.Satisfactoryresultscanbeobtainedwithlimitedextrapolationandstep
-by-stepmethodsuggested.
Keywords:coolingcurve;piecewisefunction;piecewisepoint;cornerpoint;step-by-stepmethod;

correctionofsupercoolingdistortion

暋暋由于相图在工业上的重要应用价值,国内早已

有相图专著[1]出版,不少实验教科书[2-12]中都编

入了二元合金相图教学内容。尽管其内容不尽相

同,但存在值得探讨的共性问题。常州大学在过去

工作[13,14]的基础上继续对有关二元合金相图的两

种冷却曲线进行研究,得出3个结论:栙用分段函

数表征简单二元合金冷却曲线,根据分段点的性质

建议用术语:角点;栚冷却曲线的一级导数曲线在
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分段点处是不连续的;栛分析文献上外延法结果偏

高的原因,提出用有限外延法和逐步逼近法对过冷

引起冷却曲线失真进行修正。

1暋简单二元共晶相图及其冷却曲线

图1示出 A-B两元简单的共晶相图及对应的

冷却曲线。A和B都是固相。

暋暋暋暋 (a)相图暋暋暋暋暋暋 (b)平衡状态下的冷却曲线暋暋暋暋暋暋 (c)实测的冷却曲线

图1暋两元共晶合金相图及对应的冷却曲线

Fig灡1暋Binaryalloyeutecticphasediagramandcorrespondingcoolingcurves

暋暋图1 (a)相图中包含4个相区:液相区 (L)
和3个两相区 (L+A,L+B和 A+B)。液线由

TATE 和TBTE 两线段组成;固线 (共晶线段)是

通过TE 点的水平线。共晶成份 (xE)以前的是亚

共晶区,以后的是过共晶区[1]。TA 和TB 分别是

A和B的熔点。

A、B和低共熔体组成xE 的液相的冷却曲线,
见图1 (b)中栙、栞和栛,都由3个线段组成;
(1)温度高于TA、TB 和TE 仅含液相;(2)温度

低于a 、e和b仅含固相;(3)等温线TAa和TBb
为液-固两相共存,等温线TEe是 A 和B两个固

相和组成为xE 的液相3相共存,此时体系的自由

度=0[1]。
亚共晶区或过共晶区的组成为x1 或x2 的液相

的冷却曲线 (图1 (b)中的栚和栜)分别由4个线

段组成:(1)温度高于Tx1或Tx2是液相; (2)温

度等于Tx1或Tx2时开始有固相 A或B析出,体系

的自由度从2减少成1 (曲线上不应出现驻段);
(3)继续降温时,温度沿 Tx1TE 或 Tx2TE线段下

移;(4)当温度降到TE 时,另一个固相B或 A 析

出,此时 A和B两固相和组成为xE 的液相3相共

存,出现共晶驻段TE1或TE2。(5)继续降温,液

相消失,曲线11曚和22曚是 A 和B固相混合物的冷

却曲线。

文献 [1,2,9]指出冷却曲线是多段曲线组

成,文献 [4,6,11]中使用了词汇:“线段暠,隐

含地确认冷却曲线是分段曲线;文献 [3,5,7,

10]只提到水平线段或平台。
在文献中常见的冷却曲线有两种,第一种是在

平衡的条件下从相图推论得到或者是根据实测的数

据经过各项修正后得到[2,4,6-9],如图1 (b)所示,
其特点是:(1)对过冷现象等非平衡状态进行了修

正而接近平衡状态,(2)实测数据经过对测定用仪

表、测定条件、测定的不确定度进行了修正, (3)
冷却曲线分段清晰;第二种是通过实验测定得到

的[3,5,10,12],如图1 (c)所示,其特点是:(1)实测

得到的是离散的测定值,连接这些离散的数据得到

冷却曲线;(2)由于测定仪器和条件不够完善和随

机性,测定值包含一定的不确定度,因而曲线存在

一定的失真;(3)相变点处因失真而成圆角。在修

正之前,运用这种曲线会增加由此而得出的相图数

据的不确定度。以上情况在大多数教科书中没有讨

论。文献 [12,15-17]从冷却曲线的一级微商曲

线求取相变点,然而把冷却曲线的一级微商曲线作

为连续曲线处理,这和平衡相图的原理是不相容

的。

2暋冷却曲线和分段函数

分段函数是自变量在不同范围内取值对应着不
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同函数解析式的函数。不同的解析式可以表示不同

物理状态。显然,函数 (曲线)段的分段点对应于

相变点。

2灡1暋文献现状

在图1 (b)中冷却曲线栙、栛和栞上的TAa,

TEe或TBb是结 (或共)晶驻段;文献 [1]称之

为温度驻点。TA,a,TB,b,TE 和e是分段点。
冷却曲 线 栚 和 栜 上 的 分 段 点 (氂x1,Tx1)、1 和

(氂x2,Tx2)、2也是分段点。
不同国家、不同专业、不同学者在对上述相变

点使用术语的问题上存在不同观点。教科书和文献

[9-10,12]仅用词汇:断裂 (break,breaks)、
斜率突变 (abruptchangeinslope)或者斜率变化

(changeinslope)。文献 [17]用关键温度来表示

重辉开始温度和平衡的初晶、共晶温度等。剑桥大

学的教学包对两种类型的冷却曲线上的相变点都没

有使用术语。国内教科书[2-8,12]和国外教科书[9]的

1973年版本的中译本[11]称上述相变点为转折点

(拐点)。
正确地使用术语可以使叙述简化并有自明性,

术语应具有唯一性和准确性,以免概念混淆,并能

为广大科技工作者接受才是妥当的选择。

2灡2暋有关术语的特征

拐点、转折点 (InflectionPoint):函数图形

于转折点处必须有凹向性的改变。临界点 (Criti灢
calPoint):函数f (x)的定义域内的驻点、奇异

点和端点统称为函数的临界点。驻点 (Stationary
point):函数f (x)上一点p的导数为0,则该点

称为驻点。奇异点 (SingularPoint):c是区间I=
(a,b)的内点,且函数在c点的导数不存在,则

称点c为奇异点。角点 (CornerPoint,Anguleux
Point):函数f (x)上一点p,p点不可导,但在

该点有两条半切线。

2灡3暋分段函数和分段点

以图1 (b)的液相冷却曲线栚中的x1TE 线段

为例,组成它的不同物理和热力学状态的二个线段

的函数解析式可写成 (为讨论简便,假设各函数段

均为直线式):

T=f (氂)
当氂<氂x1,fL (氂)=CL +ML *氂,当氂>氂x1,

fL+A (氂)=CL+A+ML+A*氂,当氂=氂x1,fL (氂)

=fL+A (氂)=CL+ML*氂x1=CL+A+ML+A*氂x1。
式中:氂x1为分段点。

其导数式如下:当氂<氂x1,f曚 (氂)=ML;当

氂>氂x1,f曚 (氂)=ML+A;已知:ML曎ML+A,可以

确定:当氂=氂x1时,f (氂)不可导[18]。在氂<氂x1和

氂>氂x1时,函数T=f (氂)是两条直线,因此过氂x1

的两条半切线就是这两条直线。
由此可知:在和平衡相图对应的冷却曲线的一

级微商曲线中,在相变点处是不连续的。
同理:冷却曲线上的 TA,a,1,TB,b,2,

TE,e和Tx2诸点都不可导,而且都有两条半切

线;因此这些分段点都是角点。
如图1 (c)所示的冷却曲线经修正后可以得

到如图1 (b)所示的图形;当分段点和驻段相连

时,在该点前后不存在有凹向性的改变,因此用术

语转折点表示分段点是不妥的。
在处理实测的冷却曲线测定值时应当对其失真

进行修正,使之成为有间断点的一级微商曲线 (见
图2(a))。虽然用连续的一级微商曲线中的突变有

时也可以得到和用一级微商曲线中的间断点的结果

相似,但从平衡相图的概念来看是错误的。此外,
在实验测定时,由于条件不完善,例如:热电偶只

能给出一定范围内的平均温度,冷却曲线上的时间

可能不代表真实的相变温度[12],曲线上圆角的出

现 (见图1 (c));斜率测定值的随机性涨落,对

于缺少量化指标变化的突变来说,对其界定是困难

的 (见图2 (b)栚)。

3暋建暋议

基于对应于平衡状态相图的冷却曲线:分段点

不可导,且分段点具有二条半切线的特征;分段点

并不一定具备凹向性改变的特征。建议:称冷却曲

线上的分段点为角点。术语 “角点暠可能也适用于

其他曲线上具备此种性质的分段点。

4暋冷却曲线的修正方法

实验测定冷却曲线的过程中通常可能存在两种

失真 (以图1 (b)栙的 AA曚为例,和图1 (c)栙曚
的 AmA曚m 比较):栙 在凝固前,因过冷而产生低

落部分TATmin,在Tmin开始结晶进入重辉 (或复

辉)过程TminTR,并在TR 出现驻段;栚 因为样

品中可能存在杂质及实验条件和仪器的限制而产生

的圆角:TATminTR 和aa曚[1]。应该对实验数据修

正以确定正确的分段点TA、TB 或TE。同样的失
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真也会出现在组成为x1 和x2 的液相的冷却曲线

(见图1 (b)栚和栜)上,应当在修正后再确定分

段点Tx1和Tx2。

暋暋 (a)Sn (5N)冷却曲线暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋 (b)Sn-Bi低共熔组成混合物的冷却曲线

图2暋具有驻段的冷却曲线的修正方法 (温度未校正)

Fig灡2暋Correctionmethodofcoolingcurvesthatpossessstationarysection (Temperatureuncalibrated)

4灡1暋驻段的修正方法

以下实验用自制的热分析仪测定[13],测定的

下列数据中除指明外,均未经校正。驻段是冷却曲

线上温度不变的线段,其修正方法比较简单,只要

找到恒温线段 (平台)即可。举例说明如下:
例1:Sn (5N)的冷却曲线。图2 (a)中给出了在

180曟炉 温 下 Sn (5N,4灡0g)的 冷 却 曲 线。从

208灡6曟 (tmin)(氂min=455s)开始重辉过程,温度

升高到最高点 (tR)228灡6曟 (氂R=516s)后出现

结晶驻段,虽然在驻段两端出现圆角,但从结晶驻

段温度228灡6曟,持续时间90s即可确定分段点

(Sn的凝固点)。从理论上讲,只需两个点就可以

确定结晶驻段温度;考虑到测定的不确定度,测定

值的数目应大于2,更多则更好。冷却曲线修正如

下:(1)从tA 到tmin液相处于过冷的非平衡状态数

据应删除;(2)将结晶驻段一端连接tA,另一端延

长到tB。tA 和tB 是冷却曲线上的角点 (相变点),
也是冷却曲线的一级微商曲线的间断点,以对应于

平衡状态。本例中:氂A=84s;氂B=731s。修正后

的结晶驻段的长度=tB-tmin。
例2:Sn(5N)-Bi(5N)低共熔混合物冷却曲

线。图2 (b)栙给出在120曟炉温下 Bi(5N)-
Sn(5N)的低共熔混合物 (4灡0g)的冷却曲线。
在氂min=285s,tmin=136灡2曟开始重辉过程,温度

升高到tR 出现共晶驻段。用同样的方法修正后,

可以得到角点氂A (156s)和氂B (1027s)。从图2
(b)中微商曲线栚可以看到测定值的涨落现象,
这种涨落现象增加了鉴定 “突变暠的难度。

4灡2暋初晶点的修正方法

图3为冷却曲线上初晶点的修正方法比较。以

图1 (b)栚x1TE 线段为例在图3 (a)中进行讨

论。图3 (a)中的fL (氂)、fL+S (氂)分别对应于

两段分段曲线 (函数)中的液相段、液-固相段,
在分段点 (氂P,TP)生成初晶相。图 3 (b)是

(a)在液相出现过冷的冷却曲线,重辉开始点

(氂N,T曚N)的垂线和fL+S (氂)曲线段延长线的交

点 (氂N,T1),重辉的最高点 (氂R,T曚R)的温度低

于初晶点TP,液相的过冷时段是氂N-氂P。和上面

同样的原因,曲线 (b)的 (氂N,T曚N)点和 (氂R,

T曚R)点两处失真形成圆角,见图3 (c)。其中TN

温度高于T曚N,T曚R 高于 TR。文献 [1,8]建议

用直线外延的交点作为准确的初晶点,按这一方法

(以下称该法:外延法)得到fL (氂)和fL+S (氂)
两线的外延交点氂2,T2。文献 [1]在分析外延交

点总比 (氂P,TP)点温度高时解释为 “也许是由炉

温继续下降的缘故暠,进而指出 “这种方法只能用

于过冷很小的情况,否则这些冷却曲线应弃置不

用暠,但没有给出使用条件的尺度。这里可能忽略

了一个细节:fL+S (氂)代表固-液两相的平衡态,
在fL (氂)线段中温度高于TP 时是平衡态而低于

TP 是过冷的非平衡态,属于应该修正的部分。修

正方法如下:(1)在 (c)中,将fL+S (氂)线段有

限延长到氂N,得到对应的温度T1,点 (氂N,T1)
是分段点 (氂P,TP)的初步估计值 (以下称该法:
有限外延法);(2)令:T1=T曚3,在fL (氂)上找

到与T1 对应的点 (氂曚3,T曚3); (3)将fL (氂)移

轴,令氂曚=氂+ (氂N-氂曚3)得到fL (氂曚),以基本
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删除过冷时段; (4)fL (氂曚)和fL+S (氂)延长线

段交于点 (氂3,T3),该点是分段点 (氂P,TP)更

好的估计值。如果初步估计值和更好的估计值之间

还有明显的差别,可以再进一步按上述步骤逼近处

理求得更满意的结果 (以下称该法:逐步逼近法)。

图3暋组成为x1 或x2 液相出现过冷的冷却曲线的初晶点及其修正方法

Fig灡3暋Supercoolingcoolingcurvecomposedofx1orx2anditscorrectionmethodofdistortion

5暋结暋论

和 A-B二元简单共晶合金相图对应的冷却曲

线对应于分段函数。分段函数的分段点处不可导,
但存在两条半切线,符合数学上角点的定义,也符

合相图的平衡原理。这些分段点并不一定具备转折

点所必须具有的凹向性改变的特征。用外延法处理

冷却曲线的过冷现象结果偏高的主要原因是液相在

过冷状态停留时间过长。建议了有限外延法求取初

晶点的估计值,进而在此基础上采用逐步逼近法。
这两个方法在处理过冷状态下停留时间较过长的数

据时,可以得到比较满意的结果。
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