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周期药物疗效和潜伏细胞作用的病毒
动力学模型分析

∗

邹定宇
(常州大学 数理学院,江苏 常州２１３１６４)

摘要:建立和研究了周期药物疗效和潜伏细胞作用的病毒动力学模型,证明了当时,无病平衡点全局渐近稳定,当时,疾病一

致持久,且系统存在正的周期解.并用 Matlab软件对所得的结果进行了仿真验证.
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Abstract:Avirusdynamicsmodelwithperiodicdrugefficacyandexposedcellsresponsewasdiscussed．It
wasprovedthat,if,thedisease－freeequilibriumwasglobalasymptoticallystable,if,thediseasewasuＧ
niformpersistent．Numericalsimulationswhichsupportthetheoreticalanalysiswerealsogivenbyusing
Matlab．
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　　传染病历来就是危害人类身体健康的重要因

素,利用数学模型研究传染病的流行规律对传染病

的控制有很好的作用.传统的传染病模型主要是从

宏观角度来建立的,然而,近几十年来,越来越多

的学者从微观的角度对传染病的流行条件进行了研

究.Perelson和 Nelson建立了经典的病毒动力学

模型[１]:

dx
dt ＝λ－mx－βxv

dy
dt ＝βxv－δy

dv
dt ＝cy－uv

(１)

其中x,y,v 分别表示健康的靶细胞,染病的靶

细胞和病毒.λ和m 表示健康的靶细胞的进入率和

死亡率,β表示病毒的感染力,δ 表示染病细胞的

死亡率,c和u 表示病毒的产生率和死亡率.模型
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(１)可用来对艾滋病,乙肝,丙肝等疾病的病毒动

力学研究[１－４].
由于给药是周期的,所以药物疗效也是周期变

化的,文献[５]在模型 (１)的基础上研究了关于时

间周期变化的药物治疗模型:

dx
dt ＝λ－mx－β (t)xv

dy
dt ＝β (t)xv－δy

dv
dt ＝cy－uv

(２)

其中β (t)－ (１－η (t))k.η (t)表示周期

变化的药物疗效.k 表示病毒的感染力,β (t)是

非负的周期为ω 的有界周期函数,β (t)≤􀭰β.
由于细胞感染后有很长的潜伏期,文献在模型

(１)的基础上加入潜伏细胞进行研究[６],本文在模

型 (２)的基础上研究带有潜伏细胞的且药物疗效

呈周期变化的病毒动力学模型:

dx
dt ＝λ－mx－β (t)xv

dz
dt ＝β (t)xv－ (b＋c)z

dy
dt ＝cz－ay

dv
dt ＝δy－uv

(３)

其中z表示潜伏细胞,b,c 分别表示潜伏细胞的

死亡率和发病率.模型 (３)适合 HIV,HCV,

HBV病毒感染的模型研究.

１　基本再生数

设R 表示实数集,R＋ 为正实数集, (Rk,

R＋
k)是k 维欧几里德空间,‖􀆰‖为其范数.对

任意的u,v∈R＋ 若u－v∈R＋
k,则称u≥v,若

u－v∈R＋
k \ {０},则称u＞v,若u－v∈int

(R＋
k,则称u≫v.
设A (t)为连续的,合作的,不可约的,ω

周期的k×k阶矩阵函数,

d
dtx

(t)＝A (t)x (t) (４)

ΦA (t)是 (３)的基本解矩阵,r (ΦA (ω))是

ΦA (ω)的谱半径.由 Perron－Frobenius定理,

r (ΦA (ω))是ΦA (ω)的主特征值.

引理１:(见文献 [７]引理２􀆰１)设p＝
１
ωlnr

(ΦA (ω)),则存在一个正的ω 周期函数Ψ (t),

使得eptΨ (t)是 (４)的解.
定理１:系统 (３)的解是最终有界的,即存

在一个T,M＞０使得当t≥T 时,系统 (３)的任

意解满足 (x (t),z (t),y (t),v (t))≤
(M,M,M,M).

证明:把系统 (３)的前两个方程相加得:

d (x＋z)
dt ＝λ－mx－ (b＋c)z≤

λ－min {m,b＋c}(x＋z),
由比较定理存在一个t１,使得对任意的t＞t１有

x (t ) ＋ z (t ) ≤ M１, 其 中 M１ ＝

λ
min {m,b＋c}.

由系统 (３)的第３个方程得
d (y)

dt ＝

cz－ay≤cM１－ay,则存在t２≥t１,使得对任意的

t＞t２有y (t)≤M２,其中M２＝
cM１

a
.

由系统 (３)的第４个方程得
d (v)

dt ＝δy－uv

≤δM２－uv ,则存在T≥t２,使得对任意的t＞T

有v (t)≤M３,其中 M３ ＝
δM２

u
.令 M ＝max

{M１,M２,M３},则当t≥T 时,系统 (３)的任

意解满足 (x (t),z (t),y (t),v (t))≤
(M,M,M,M).

下面来研究系统 (３)的基本再生数R０.基本

再生数R０表示一个病毒再次感染的病毒数.显然

系统 (３)有一个无病平衡点 E０ ＝ (λ
m

,０,０,

０).运用文献 [８]中的记号,有:
定理２:由文献 [８]定理２􀆰２,下述结论成

立:R０＝１当且仅当r (ΦF－V (ω))＝１;R０＞１
当且仅当r (ΦF－V (ω))＞１;R０＜１当且仅当r
(ΦF－V (ω))＜１.

２　稳定性分析

定理３:当R０＜１即r (ΦF－V (ω))＜１时,

系统 (３)的无病平衡点E０全局渐近稳定,疾病消

除.
证明:首先证明无病平衡点局部渐近稳定.
系统 (３)在E０处的Jacobian矩阵为:
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－m ０ ０ －β (t)λ
m

０ － (b＋c) ０ β (t)λ
m

０ c －a ０
０ ０ δ －u

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

由于e－mω＜１,r (ΦF－V (ω))＜１,所以无病平

衡点E０局部渐近稳定.
下面证明无病平衡点全局吸引.

由系统 (３)的第一个方程得:dx
dt ＝λ－mx

－β (t)xv≤λ －mx,所以对∀ε＞０,存在t＇＞

０,使得当t≥t＇时,dx
dt≤

λ
m ＋ε.

考虑下面系统

d􀭵z
dt ＝β (t)(λ

m ＋ε)􀭵v－ (b＋c)􀭵z,

d􀭵y
dt ＝c􀭵z－a􀭵y,

d􀭵v
dt ＝δ􀭵y－u􀭵v (５)

系统 (５)等价于:
􀭵y
􀭵z
􀭵v

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

＝ (F (t)－V (t))

􀭵y
􀭵z
􀭵v

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

＋εG (t)

􀭵y
􀭵z
􀭵v

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

(６)

这里G (t)＝
０ ０ β (t)

０ ０ ０
０ ０ ０

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

由引理１,存在一个正的周期函数Ψ (t)＝ (Ψ１

(t),Ψ２ (t),Ψ３ (t))使得ep１tΨ (t)是 (６)

的解,其中p１＝
１
ωlnr (ΦF－V＋εG (ω))＜０,由

比较原理得J (t)≤ep１tΨ (t),这里J (t)＝
(z (t),y (t),v (t)).则lim

t→∞
z (t)＝lim

t→∞
y

(t)＝lim
t→∞

v (t)＝０.再由系统 (３)的第一个方

程得:lim
t→∞

x (t)＝
λ
m

.所以无病平衡点全局吸引.

定理４:当R０＞１即r (ΦF－V (ω))＞１,系

统 (４)一致持久,系统存在正的周期解.

证明:由系统 (３)的第一个方程得:dx
dt ＝λ

－mx－β (t)xv≥λ －mx－􀭰βMx,则有

lim
t→∞

x (t)≥
λ

m＋M􀭰β
(７)

假设 P:R＋
４→R＋

４是系统 (３)的庞加莱映射,
即

P (z ０)＝f (ω,z ０),∀z ０∈R＋
４,

这里f (ω,z ０)是从初值f (０,z ０)＝z ０出发

的 (２􀆰１)的解.定义:

X＝R＋
４,X０ ＝R＋ ×Int (R＋

３),∂X ０＝X \
X０.

下面来证明P 相对于 (X,∂X ０)是一致持

久的.
易知X 和X０都是系统 (３)的正不变集,∂

X０相对于 X 是闭集,由定理１系统 (２􀆰１)是点

耗散的.令:

M ∂ ＝ {(x０,z０,y０,v０)∈ ∂X０:Pm (x０,

z０,y０,v０)∈∂X０,∀m≥０},则

M ∂ ＝ {(λ
m

,０,０,０)}＝ {E０}.

现在来证明Ws (E０)∩X０＝Ø.
采用反证法:
假设 系 统 (３)存 在 一 个 正 解 (x︵ (t),z︵

(t),y︵ (t),v︵ (t))使得当t→∞时,

(x︵ (t),z︵ (t),y︵ (t),v︵ (t))→ (λ
m

,０,０,

０)
则对任意小的σ＞０,存在t０,使得,当t≥t０

时,

λ
m －σ＜x︵ (t)＜

λ
m ＋σ.

考虑下面系统

d􀭹z
dt＝β (t)(λ

m －σ)􀭹v－ (b＋c)􀭹z ,

d􀭹y
dt＝c􀭹z －a􀭹y ,

d􀭹v
dt ＝δ􀭹y －u􀭹v

(８)

系统 (８)等价于:

􀭹y
􀭹z
􀭹v

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

＝ (F (t)－V (t))－σG (t))

􀭹y
􀭹z
􀭹v

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

(９)
由引理１,存在一个正的周期函数W (t)＝ (W１

(t),W２ (t),W３ (t))使得eP２tW (t)是 (９)

的解,其中p２＝
１
ωlnr (ΦF－σG (w))＞０,由比

较原理得 K (t)≥eP２tW (t),这里 K (t)＝
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(z (t),y (t),v (t))是系统 (３)的解,则

lim
t→∞

z (t)＝lim
t→∞

y (t)＝lim
t→∞

v (t)＝ ∞.矛盾.

所以Ws (E０)∩X０＝Ø .由文献 [９]中的定理

１􀆰３􀆰１,有P 相对于 (X,∂X０)是一致持久的.
再由文献 [９]中的定理３􀆰１􀆰１得系统 (２􀆰１)是一

致持久的,且 P 有不动点 (x︵ (０),z︵ (０),y︵

(０),v︵ (０))∈X０,则x︵ (０)∈R＋ , (z︵ (０),

y︵ (０),v︵ (０))∈Int(R＋
３,由 (７),x︵ (０)∈

IntR＋ .则 (x︵ (０),z︵ (０),y︵ (０),v︵ (０))
是P 的正不动点,所以 (x︵ (t),z︵ (t),y︵ (t),
v︵ (t))是系统 (３)的正的周期解.

３　数值模拟

用 matlab来对系统 (３)进行数值模拟.在图

１中参数取值为:λ＝１,m＝０􀆰０２,b＝０􀆰１,c＝
０􀆰１,a＝０􀆰２４,δ＝２４０,u＝２􀆰４,k＝２􀆰４×１０－５,

η (t)＝０􀆰６＋０􀆰３cos (３t).由图１,可以看到当

R０＜１即r (ΦF－V (ω))＝０􀆰７３６８＜１)时,x

收敛于
λ
m

,y,z,v 收敛于零,即系统 (３)的无

病平衡点E０全局渐近稳定.这与定理３吻合.
图２中λ＝１００,其他参数和图１中取值相同.

图１　无病平衡点E０的稳定性

Fig􀆰１　StabilityoftheuninfectedsteadystateE０

图２　模型 (３)存在周期解

Fig􀆰２　Theperiodicbehaviourofmodel(３)
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　　从图２可以看到当R０＞１即r (ΦF－V (ω))

＝２􀆰３９８２＞１),系统 (２􀆰１)一致持久,系统存在

正的周期解.这与定理４吻合.

４　结　论

本文在模型 (２)的基础上,研究了周期药物

疗效和潜伏细胞作用的病毒动力学模型 (３).应用

微分方程得定性理论,得到了当R０＜１时,无病

平衡点全局渐近稳定 (见图１),当R０＞１时,疾

病一致持久,且系统存在正的周期解 (见图２).
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