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一个半耗散系统中的吸引子
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摘要:研究了一个由保守子映象和一个耗散子映象不可逆耦合而成的半耗散系统.在这样一个半耗散系统中,系统长时间、大

范围的动力学行为由 “混合耗散性”支配,数值计算表明该系统的动力学行为具有以下２个特征:耗散吸引子与规则吸引子共

存;“混合耗散性”作用导致了耗散吸引子与规则吸引子的产生.
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Abstract:Thethesisstudiesasemi－dissipativesystemwhichisanirreversibleconcatenationofaconserＧ
vativemapandadissipativemap．Insuchasemi－dissipativesystem,itsdynamicbehaviorisdetermined
bythemixeddissipativepropertiesinalongtimeorlargeranges．Ournumericalcalculationshowsthatthe
dynamicbehaviorofthesystemhasthefollowingtwofeatures:thecoexistenceofdissipativeattractorsand
regularattractors;themixeddissipativepropertiesleadingtothegenerationofdissipativeattractorsand
regularattractors．
Keywords:semi－dissipativesystems;dissipativeattractors;regularattractors;themixeddissipative
properties

　　 由于摩擦、热传导等宏观耗散机制的存在,
以及系统与环境之间的能量交换,耗散系统在自然

界中广泛存在.吸引子的存在是耗散系统的重要动

力学特征之一.在传统耗散系统中,传统耗散性引

起的相空间体积随时间的指数塌缩[１],使得相空间

中一个有限区域中的初值无限地趋近于一个测度为

零的点吸引子,即耗散吸引子轨道[１－４].

２００１年,一种被称为 “类耗散性”的弱耗散

机制受到了人们的广泛关注[５].这种弱耗散性发生

在由２个保守子映象不可逆耦合而成的类耗散系统

中,由于系统的不可逆,即１个相点可能存在２个

逆象,２个相空间体积元有可能在动力学过程中合

为１ 个,从而引起系统相空间随时间的线性塌

缩[６].这种弱耗散性－类耗散性可以导致测度不为

零的规则吸引子 (通常是一个 “椭圆岛”或 “椭圆

岛链”)的出现[５－７].

本文研究了一个由保守子映象和耗散子映象不

可逆耦合而成的半耗散系统,在这样一个半耗散系

统中,既可以展示由系统不可逆性带来的弱耗散性
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－类耗散性,也可展示由耗散子映象带来的强耗散

性－传统耗散性,以及两者共同作用导致的 “混合

耗散性”,数值计算表明系统大范围、长时间的动

力学行为由系统的 “混合耗散性”支配,这使得半

耗散系统的动力学行为具有以下２个鲜明特征:①
在一定参数条件下,系统的相平面由规则吸引子与

耗散吸引子共同支配,这是半耗散系统的重要动力

学特征;②半耗散系统中的耗散吸引子与规则吸引

子由 “混合耗散性”作用而产生,这不同于传统耗

散系统中的耗散吸引子的形成机制,也不同于类耗

散系统中的规则吸引子的形成机制.

１　模　型

图１是一个带有耗散性元件的过电压保护电路

模型.电流源I１、I２ 与电阻 R并联在电容器 C的

两端,且I１≫I２.图中 K１、K２、K３ 为可控电子

开关,U C表示电容C两端的电压.

图１　具有过电电压保护的电路

Fig􀆰１　Thecircuitwithovervoltageprotection

当 K１ 闭合,K２、K３ 断开,电流源I１ 对电容

C充电,UC 增大,当UC 达到某上阈值且不超过

某常量E 时,K１ 断开,K２ 合上,K３ 接通电流源

I２ 放电;若UC 超过E 值,则强迫UC 取E 值,K３

接通电阻R缓慢放电.当UC 达到某下阈值时,K１

合上,K２、K３ 断开,电容 C再回到充电状态.如

此不停反复地对电容 C进行充电与放电.该电路

模型的动力学行为可由一个分段光滑映象描述[８]:

xn＋１＝g１x＝xn＋yn＋１＋
a
b

yn＋１＝g１y＝yn－
１
bsin (２πxn)

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

[mod􀆰１]xn􀱂F

(１)

xn＋１＝g２x＝xn＋
１
２πln

１＋cd
１－ab－bdyn

yn＋１＝g２y＝yn＋２xn

ì

î

í

ïï

ïï
　 　

[mod􀆰１]　　xn∈F (２)
映象方程 (１)与 (２)的Jacobian矩阵为:
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　　 在本文讨论中取a＝２􀆰００,b＝１􀆰３５,c＝
０􀆰９９,d ＝０􀆰２０. 由 (３) 式 与 (４) 式 可 得:

detJ１＝１、detJ２＜１,因而映象 (１)与 (２)分别

是保守映象与耗散映象.映象 (１)与 (２)的逆映

象分别为:
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　xn∈F (６)
映象方程 (１)与 (２)构成的分段光滑系统被称为

半耗散系统[８].混合耗散性是半耗散系统特有的耗

散类型,它将导致半耗散系统具有与传统耗散系统

和类耗散系统不同的特征动力学行为.

２　半耗散系统的相平面

图２显示了在本文参数条件下的系统相平面,

图２　系统的相图

Fig􀆰２　Thephaseplaneofthesystem

该图的画法是:在x∈ [０,１],y∈ [０,１]的

相平面范围内均匀选取１０×１０个初值,每个初始

值迭代５００００步,去掉前４９０００步迭代,保存最
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后１０００步迭代数据.图中标注１、２的叉号表示２
个耗散点吸引子,它们构成１个二周期轨道,A表

示规则吸引子,它们是周期椭圆岛,此时耗散吸引

子和规则吸引子共存于系统的相平面内,这与传统

耗散系统的相平面内仅有周期耗散吸引子不同,也

与类耗散系统的相平面内仅有规则吸引子不同.

３　半耗散系统中吸引子的形成机制

对于不同类型的耗散性,可引入物理量 “相点

密度 ‹S›”来描述[１].以二维相平面为例,取一

块很小很小的相平面区域,在该区域内均匀选取

m 个点 (m＞３０００),它们两两间的平均距离可定

义为该相平面区域的相点密度 (简称相点密度),
即

‹S›＝
∑
m

i＝１
∑
m

j＝１
Sij

m (m－１)　　 (i≠j) (７)

式中Sij＝ (xi－xj)２＋ (yi－yj)２ ,若相点密度

‹S›不断增大,则表示所选取的相平面区域在迭

代过程中不断扩张,反之则表示所选取的相平面区

域在迭代过程中不断塌缩.
在椭圆岛上任意选取一块很小很小的相平面区

域 (以下简称 “相区”)F＝ {(x,y)| x∈
[０􀆰８６０２,０􀆰８６０６],y∈０􀆰１７９２,０􀆰１７９６]}
(图２中用灰色点表示),在相区F 内均匀选取１００
×１００个点,这些点的各阶逆象点通过逆映象 (５)
与 (６)计算,由于系统是不可逆的,所以从相区

F 的某一阶逆象区出发的迭代可以通过多条路径到

达F.数值计算了同一条路径上相区F 的各阶逆

象区的相点密度 ‹SN ›随逆象阶数 N 的变化关

系,计算结果如图３所示.图中３条围绕直线 L１

振荡的路径上的相点密度 ‹S›在迭代过程中大致

保持恒定,但在１、２处发生了两块相区塌缩成一

块相区,这正是系统不可逆性导致的类耗散性,因

而在这３条通向椭圆岛的迭代路径上,类耗散性导

致了相平面的塌缩.在３条围绕直线 L２ 振荡的通

向椭圆岛的迭代路径上,相点密度 ‹S›与逆象阶

数N 的变化关系为:N ∝ ‹S›τ,τ＝２􀆰８ ±０􀆰１,
这正是系统的传统耗散性,因而在这３条通向椭圆

岛的迭代路径上,传统耗散性导致了相平面的塌

缩.图３的计算结果表明,在半耗散系统中,规则

吸引子－椭圆岛的形成是类耗散性与传统耗散性共

同作用的结果,即混合耗散性导致半耗散系统中规

则吸引子的产生.若在图２中的耗散吸引子１或２

附近任意选取一块很小很小的相区,计算相点密度

‹S›随逆象阶数 N 的变化关系,得到的结果与图

３完全定性一致,所以在半耗散系统中,耗散吸引

子的形成也是由混合耗散性作用而产生的.

图３　相点密度 ‹S›与逆象阶数N 的关系

Fig􀆰３　Therelationbetweenthedensityofphasepoint‹S›andthe

steptimesofinverseimageN

４　结　论

本文研究了一个具有过电压保护的电路模型,
该模型的动力学行为由一个保守子映象与一个耗散

子映象不可逆耦合而成的分段光滑映象描述.在这

样一个半耗散系统中,规则吸引子与耗散吸引子共

存于系统相平面内,而半耗散系统特有的耗散类型

———混合耗散性导致了规则吸引子与耗散吸引子的

形成.本文所得到的计算结果将有助于人们全面理

解不同类型耗散系统的动力学性质.
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