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摘要:由于并联机器人机构的发展,最近十多年,提出了６种新的主要的机构自由度 (DOF)公式.在简述这６种公式的结构

与特点的基础上给出了这些公式的统一形式及其物理意义,以及 DOF公式取得进展的原因;对基于约束螺旋系的统一形式的

DOF公式,提出了DOF计算方法的改进建议,并给出两个实例;而基于运动分析的统一形式的DOF公式,只适用于不含非独

立运动元素的机构,仅是具有一般性的基于方位特征集的 DOF公式的特例.
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Abstract:Alongwiththedevelopmentofrobotmechanismresearch,６newDOFformulashavebeenproＧ
posedinthelastdecade．Afteranalyzingtheirstructuresandcharacteristics,aUnifiedformthatisableto
coverallthese６formulasisgivenandthecorrespondingphysicalmeaningisdiscussedinthispaper．For
theuniformDOFformulabasedonconstraintscrewsystem,suggestionsforimprovingtheDOFcalculaＧ
tionisproposedand２examplesareintroducedforillustrationpurpose．Ontheotherhand,theuniform
DOFformulabasedonkinematicanalysisisnotapplicabletomechanismcontainingnon－independentmoＧ
tionelementandisonlyaspecialcaseofthegeneralDOFformulabasedonPOCset．
Keywords:parallelmechanism;topologicalstructure;degreeoffreedom (DOF);positionandorientation
characteristics(POC);constraintanalysis;kinematicanalysis

　　自由度是机构学理论的重要基本概念,也是机

构的一个重要的基本参数.一百多年来,众多文献

已提出几十种机构自由度公式,文献 [１]对这些

公式进行了综述.其中,重要的经典公式包括:
(１)Moroskine(１９５４)的DOF公式

F＝∑
m

i＝１
fi－ξM

[２] (１)

式中:F－机构 DOF;fi－第i个运动副的自由

度;m－运动副数目;ξM＝ξve－机构速度方程组的

秩,或ξM＝ξdi－机构位移方程组的独立方程数.
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式 (１)的主要特点:①当ξM＝ξdi时,得到机

构的整周DOF,但由位移方程组确定ξdi较为困难;
当ξM＝ξve时,得到机构的瞬时 DOF,需进行非瞬

时DOF判定,但由速度方程组确定ξve较为简单.

②对机构运动的非奇异位置,ξdi＝ξve,瞬时 DOF
等于整周 DOF;但对奇异位置,ξve＜ξdi,瞬时

DOF大于整周 DOF,需进行非瞬时判定.③为确

定ξdi和ξve,需要首先建立机构运动学方程.为便

于机构拓扑结构设计,应寻求基于机构拓扑结构的

计算DOF的简单方法.
(２)Grubler􀆼Kutzbach(１９２９)的DOF公式

F＝∑
m

i＝１
fi－d (m－n＋１)[３] (２)

式中:F－机构 DOF;fi－第i 个运动副的自由

度;m－运动副数目;n－构件数目;d－机构的阶

数 (对空间机构,d＝６;对平面或球面机构,d＝
３);v＝m－n＋１－机构的独立回路数.

式 (２)的主要特点:①适用于独立回路的阶

数相同的机构.②尚未给出确定独立回路阶数d 的

一般方法.③比较式 (２)与式 (１),易知:

ξM＝d (m－n＋１)
(３)张启先 (１９６１)的 DOF 公式,Freudenstein

andAlizade(１９７５)的DOF公式

F＝∑
m

i＝１
fi－∑

v

j
ξj

[４􀆼５] (３)

式中:F－机构DOF;ξj－第j个回路的独立位移

方程数,其它符号同式 (２).
式 (３)的主要特点:①适用于回路具有不同

ξj 的机构,但尚未给出确定ξj 的一般方法.②尚

未考虑不同回路的ξj 之间存在的相关性.③比较

式 (３)与式 (１),易知:

ξM＝ ∑
v

j
ξj

并联机器人机构的发展推动了 DOF分析的深

入研究,最近十多年,DOF公式研究取得了新的

进展.本文将讨论这些新的 DOF 公式的主要特

点,DOF公式的统一形式及其物理内涵等.

１　近十年提出的DOF公式及其特点

１􀆰１　Dai,HuangandLipkin的DOF公式

F＝∑
m

i＝１
fi－６(m－n＋１)＋dim(＜Sr＞)－dim({Sr})

[６] (４)
式中:F－DOF;dim (＜Sr＞)－动平台约束螺

旋集的元素数;dim ({Sr})－动平台约束螺旋

集的秩;其它符号同式 (２).
式 (４)的主要特点:① 基于机构的约束分

析,确定瞬时DOF,需进行非瞬时 DOF判定.②
应在同一个定坐标系中,对同一个动坐标系,建立

支路的螺旋系.③ 是对经典Grubler􀆼Kutzbach公

式 (式 (２))的修正,修正项为 [dim (＜Sr＞)

－dim ({Sr})].④比较式 (４)与式 (１),易

知:

ξve＝６(m－n＋１)－dim(＜Sr＞)＋dim({Sr})

１􀆰２　Huang,etal􀆰的DOF公式

F＝∑
m

i＝１
fi－d (m－n＋１)＋ ∑

p

j＝１
qj－λ􀅰p－k[７􀆼９]

(５)
式中:F－DOF;d－螺旋系的阶,d＝６－λ;λ－机

构的公共约束,即与运动螺旋系所有螺旋相逆的反

螺旋的数目;p－并联机构支路数;qj－每个支路

的约束螺旋数;k－p (qj－λ)个约束螺旋的阶.
式 (５)的主要特点:① 基于机构的约束分

析,确定瞬时DOF,需进行非瞬时 DOF判定.②
“以代数和几何相结合,和以逻辑思维与形象思维

相结合的方法,化解分析中的复杂过程􀆰 这个方法

又采取以分支坐标系为主,加上逻辑推理的方法,
避免了用统一坐标系对并联机构不同分支分析时造

成的复杂非线性问题”.即,“将坐标系建立在分支

上,并使螺旋的６个元素尽量的简单,让很多元素

为零或１”;“不依赖统一的坐标系来汇总各个分支

部分的螺旋,而是通过以逻辑思维和形象思维相结

合的办法以逻辑推理的方法,导出整个机构的约束

螺旋系和运动螺旋系,以及它们的阶”.③是对经

典 Grubler􀆼Kutzbach 公式 (２)的修正,修正项

为v＝∑
p

j＝１
qj－λ􀅰p－k .④比较式 (５)与式 (１),

易知:

ξve＝d (m－n＋１)－v

１􀆰３　KongandGosselin的DOF公式

F＝∑
m

i＝１
fi－ ∑

(v＋１)

j＝１
Cj＋C＝

∑
m

i＝１
fi－ ∑

(v＋１)

j＝１
rank (Sj)＋rank ({S})[１０]

(６)
式中:F－DOF;fi－第i个运动副的自由度;m－
运动副数目;(v＋１)－并联机构的支路数;Cj－
第j 条 支 路 运 动 螺 旋 系 的 阶,亦 可 记 作 rank
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(Sj);C－动平台运动螺旋系的阶,亦可记作rank
({S}).

式 (６)的主要特点:① 基于机构的约束分

析,确定瞬时DOF,需进行非瞬时 DOF判定.②
应在同一个定坐标系中,对同一个动坐标系,建立

支路的螺旋系.③ 比较式 (６)与式 (１),易知:

ξve＝ ∑
(v＋１)

j＝１
Cj－C

１􀆰４　Gogu的DOF公式

F＝∑
m

i＝１
fi－ ∑

(v＋１)

j＝１
rank (RAj)＋rank (∩(v＋１)

j＝１ RAj)[１１]

(７)
式中:F－DOF; (v＋１)－并联机构的支路数;

rank (RAj)－第j 条支路两端构件的相对速度空

间的维数;RAj－第j 条支路两端构件的相对速度

空间;其它符号同式 (２).
式 (７)的主要特点:① 基于机构速度分析,

得到瞬时DOF,并用观察法进行非瞬时 DOF的判

定.② 在同一个定坐标系中,对同一个动坐标系,
建立支路的相对速度空间.③ 比较式 (７)与式

(１),易知:

ξve＝ ∑
(v＋１)

j＝１
rank (RAj)－rank (∩(v＋１)

j＝１ RAj)

１􀆰５　Ricoetal􀆰的并联机构DOF公式

F＝ ∑
m

i＝１
fi － ∑

(v＋１)

j＝１
dim (Amlf

j )＋dim (∩
(v＋１)

j＝１
Amlf

j )

[１２􀆼１３] (８)
式中,F－活动度;(v＋１)－并联机构的支路数;

Amlf
j －动平台相对于静平台的位移子群,当两平台

之间只由第j 条支路联接时;dim (Amlf
j )－位移

子群Amlf
j 的维数.

式 (８)的主要特点:① 基于位移子群方法,
确定机构全周 DOF.② 适用于具有位移子群结构

的机构,尚不能用于具有子流形结构的机构.③
比较式 (８)与式 (１),易知

ξdi＝ ∑
(v＋１)

j＝１
dim (Amlf

j )－dim (∩
(v＋１)

j＝１
Amlf

j )

１􀆰６　YangandSun的DOF公式

F＝∑
m

i＝１
fi－∑

v

j＝１
dim {(∩j

i＝１Mbi)∪}Mb(j＋１)
[１４􀆼１８]

(９)
式中:F－DOF;v－独立回路数,v＝m－n＋１;

Mbi－第i 条支路末端构件的方位特征集 (POC

集),且可含非独立元素;Mb(j＋１)－第 (j＋１)条

支路末端构件的POC集;其它符号同式 (２).
式 (９)的特点:① 得到全周 DOF,适用于并

联机构和任意多回路空间机构.② 在同一个定坐

标系中,对同一个动坐标系,确定支路的POC集.

③ 比较式 (９)与式 (１),易知:

ξdi＝∑
v

j＝１
dim {(∩j

i＝１Mbi)∪}Mb(j＋１)

另外,将由数学的集合论公式:dim (RA ∪
RB)＝dim (RA)＋dim (RB)－dim (RAR∩B)
代入式 (９),可得到

F＝∑
m

i＝１
fi－ ∑

(v＋１)

j＝１
dim {Mbj}＋dim {∩

(v＋１)

j＝１
Mbj}

(１０)
但应注意到,当 POC 集含有非独立元素时,

应有

dim {∩
(v＋１)

j＝１
Mbj}≤DOF (１１)

因此,式 (１０)只适用于POC集不含非独立

元素的机构,即式 (１０)是式 (９)的特例.

２　DOF公式的统一形式及物理意义

２􀆰１　DOF公式的统一形式

在最近十年提出的 DOF公式中,式 (６)、式

(７)、式 (８)与式 (１０)已具有式 (１０)所示的统

一形式,而式 (４)与式 (５)亦可化为统一形式,
现证明如下.
(１)公式 (４)化为统一形式

由文献 [６]可知:rank (Sr
j)－第j 条支路

约束螺旋系的秩,则 dim (＜Sr ＞)＝ ∑
(v＋１)

j＝１
rank

(Sr
j);其中,rank (Sj)＝６－rank (Sr

j)－第j
条支路运动螺旋系的秩;dim ({Sr})＝rank
({Sr})－动平台约束螺旋系的秩;rank ({Sr})
＝６－rank ({Sr})－动平台运动螺旋系的秩;v
＝ (m－n＋１)－ 独立回路数;其它符号同式

(４).
将以上符号代入式 (４),得到

F＝

∑
m

i＝１
fi－６(m－n＋１)＋{dim(＜Sr＞)－dim({Sr})}＝

∑
m

i＝１
fi－６v＋ ∑

(v＋１)

j＝１
rank(Sr

j)－rank({Sr})}＝

∑
m

i＝１
fi－６v＋ ∑

(v＋１)

j＝１
[６－rank(Sj)]－rank({Sr})}＝

∑
m

i＝１
fi－６v＋{６(v＋１)－ ∑

(v＋１)

j＝１
rank(Sj)－rank({Sr})}
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＝

∑
m

i＝１
fi－ ∑

(v＋１)

j＝１
rank(Sj)＋[６－rank({Sr})]＝

∑
m

i＝１
fi－ ∑

(v＋１)

j＝１
rank(Sj)＋rank({S})

因此,式 (４)可化为 DOF公式的统一形式,
如表１所示.
(２)公式 (５)化为统一形式

由文献 [９]可知:v＝m－n＋１为独立回路

数;p＝v＋１为支路数;d＝６－λ 为机构的阶数;

rank (Sr
j)＝λ＋tj 为第j 条支路约束螺旋系的

秩;rank (Sj)＝６－ (λ＋tj)为第j 条支路运动

螺旋系的秩;rank ({Sr})＝λ＋k为动平台约束

螺旋系的秩;rank ({S})＝６－ (λ＋k)为动平

台运动螺旋系的秩;其它符号同式 (５).
将以上符号代入式 (５),得到

F＝∑
m

i＝１
fi－d (m－n＋１)＋∑

p

j＝１
tj－k＝

∑
m

i＝１
fi－ (６－λ)(p－１)＋∑

p

j＝１
tj－k＝

∑
m

i＝１
fi－∑

p

j＝１
[６－ (λ＋tj)]＋ [６－ (λ＋k)]＝

∑
m

i＝１
fi－ ∑

(v＋１)

j＝１
[６－rank (Sr

j)]＋ [６－

rank ({Sr})}]＝∑
m

i＝１
fi－

∑
(v＋１)

j＝１
rank (Sj)＋rank ({S})

因此,式 (５)可化为DOF公式的统一形式.

表１　DOF公式的统一形式与主要特点

Table１　UnifiedformandkeyfeaturesofDOFformula

DOF公式 DOF公式的统一形式 主要特点

Dai,etal􀆰的 DOF公式 (４):

F＝∑
m

i＝１
fi－６ (m－n＋１)＋dim (＜Sr＞)－dim ({Sr})

Huang,etal􀆰的 DOF公式 (５):

F＝∑
m

i＝１
fi－d (m－n＋１)＋ ∑

p

j＝１
qj－λ􀅰p－k

Kong,Gosselin的 DOF公式 (６):

F＝∑
m

i＝１
fi－ ∑

(v＋１)

j＝１
Cj＋C

F＝∑
m

i＝１
fi－ ∑

(v＋１)

j＝１
rank (Sj)＋rank ({S}) 瞬时 DOF 基于约束分析

Gogu的 DOF公式 (７):

F＝∑
m

i＝１
fi－ ∑

(v＋１)

j＝１
rank (RAj)＋rank (∩(v＋１)

j＝１ RAj)
F＝∑

m

i＝１
fi－ ∑

(v＋１)

j＝１
rank (RAj)＋rank (∩(v＋１)

j＝１ RAj) 瞬时 DOF 基于运动分析

Rico,etal􀆰的 DOF公式 (８):

F＝∑
m

i＝１
fi－ ∑

(v＋１)

j＝１
dim (Amlf

j )＋dim (∩
(v＋１)

j＝１
Amlf

j )
F＝∑

m

i＝１
fi－ ∑

(v＋１)

j＝１
dim (Amlf

j )＋dim (∩
(v＋１)

j＝１
Amlf

j ) 整周 DOF 基于运动分析

Yang,Sun的 DOF公式 (９):

F＝∑
m

i＝１
fi－ ∑

v

j＝１
dim {(∩ji＝１Mbi)∪}Mb(j＋１)

F＝∑
m

i＝１
fi－ ∑

(v＋１)

j＝１
dim {Mbj}＋dim {∩

(v＋１)

j＝１
Mbj}

(该式仅是式 (９)的特例)
整周 DOF 基于运动分析

２􀆰２　DOF公式的物理意义

２􀆰２􀆰１　并联机构的冗余DOF
统一形式的 DOF公式 (表１)的第３项是动

平台的运动输出的独立元素数.如果对这些独立元

素赋值,即动平台方位被固定,成为定平台的一部

分.这时,DOF公式可改写为

F－dim {∩
(v＋１)

j＝１
{Mbj}＝∑

m

i＝１
fi－ ∑

(v＋１)

j＝１
dim {Mbj}

(１２)
显然,式 (１２)等号右边两项表示在确定动平

台方位之后,为使并联机构的所有支路具有确定构

形所需要的主动输入数目,即,机构冗余 DOF,

记作

DRe＝∑
m

i＝１
fi－ ∑

(v＋１)

j＝１
dim {Mbj} (１３)

式中:DRe－机构冗余度DOF;其它符号同前式.
２􀆰２􀆰２　并联机构的独立位移 (速度)方程数

比较式 (１)与统一形式的 DOF公式 (表１),
易知并联机构的独立位移 (速度)方程数为

ξPa＝ ∑
(v＋１)

j＝１
dim {Mbj}－dim {∩

(v＋１)

j＝１
{Mbj}

(１４)
式中:ξPa－并联机构的独立位移 (速度)方程数,
其它符号同前式.

例２􀆰１　分别确定图１ (a)、 (b)所示３支路

平面并联机构的冗余 DOF与独立位移 (速度)方
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程数.
(１)对图１ (a)所示３支路平面并联机构

由串联机构方位特征方程[１７􀆼１８],易知支路

POC集的维数为

dim {Mbj}＝３,j＝１,２,３
由并联机构方位特征方程[１７􀆼１８],易知动平台

POC集的维数为

dim {∩
３

j＝１
Mbj}＝３

并联机构的冗余DOF

DRe＝∑
m

i＝１
fi－ ∑

(v＋１)

j＝１
dim{Mbj}＝９－(３＋３＋３)＝０

并联机构的独立位移(速度)方程数

ξPa＝ ∑
(v＋１)

j＝１
dim{Mbj}－dim{∩

(v＋１)

j＝１
Mbj}＝３×３－３＝６

(２)对图１ (b)所示３支路平面并联机构

由串联机构方位特征方程[１７􀆼１８],易知支路

POC集的维数为

dim {Mbj}＝３,j＝１,２,３
由并联机构方位特征方程[１７􀆼１８],易知动平台

POC集的维数为

dim {∩
３

j＝１
Mbj}＝３

并联机构的冗余DOF

DRe＝∑
m

i＝１
fi－ ∑

(v＋１)

j＝１
dim{Mbj}＝１２－(３＋３＋３)＝３

并联机构的独立位移(速度)方程数

ξPa＝ ∑
(v＋１)

j＝１
dim{Mbj}－dim{∩

(v＋１)

j＝１
Mbj}＝３×３－３＝６

图１　３支路平面并联机构

Fig􀆰１　Planarparallelmechanismwiththreebranchchains

(３)DOF公式进展的背景

最近十多年,有关文献提出了新的 DOF公式

(见节１),并导出了这些 DOF 公式的统一形式

(见表１).显然,DOF公式研究取得了新的进展.
取得进展的主要原因如下:①DOF公式揭示了机

构的拓扑结构、DOF与运动方位特征３者之间的

映射关系,如图２ (a)所示.顺便说明,机构运

动学方程和动力学方程,揭示的映射关系,分别如

图２ (b)和图２ (c)所示.②在揭示机构拓扑结

构、DOF与运动方位特征３者之间的映射关系中,
机构拓扑结构的数学描述包括３个要素 (即,运动

副类型、构件之间的联接关系,以及新引入的尺度

约束类型),即拓扑结构数学描述的几何化[１７􀆼１８].
而传统的机构拓扑结构的数学描述只包括两个要素

(即,运动副类型、构件之间的联接关系).

图２　机构拓扑学、运动学与动力学方程揭示的映射关系

Fig􀆰２　Mappingrelationshipsamongtopologyequations,kinematics

equationsanddynamicsequations

３　DOF分析的基本方法及主要特点

３􀆰１　DOF分析的两种方法

(１)基于约束分析的方法
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基于约束分析,式 (４)、式 (５)与式 (６),
可得到 机 构 的 瞬 时 DOF,需 判 定 是 否 为 全 周

DOF.
(２)基于运动分析的方法

式 (７)、式 (８)与式 (９)都属于该类方法:

① 基于 POC 集 的 式 (９),可 得 到 机 构 的 全 周

DOF.② 基于位移子群的式 (８),可得到机构的

全周DOF,但尚不能用于子流形机构.③基于速

度分析的式 (７),可得到机构的瞬时 DOF,用观

察法判定是否为全周DOF[１１].

３􀆰２　基于约束分析的DOF公式

３􀆰２􀆰１　基本思想

文献 [９]提出的基于约束螺旋系的 DOF公

式 (式 (５))的基本思想:“以代数和几何相结

合,和以逻辑思维与形象思维相结合的方法,化解

分析中的复杂过程.这个方法又采取以分支坐标系

为主,加上逻辑推理的方法,避免了用统一坐标系

对并联机构不同分支分析时造成的复杂非线性问

题”.其核心步骤包括:① 以分支坐标系得到分支

的运动螺旋系;② 由分支运动螺旋系,经互易积

运算,得到分支约束螺旋系;③ 通过以逻辑思维

和形象思维相结合的办法以逻辑推理的方法,导出

整个机构的约束螺旋系以及螺旋系的阶;④由机构

的约束螺旋系,经互易积运算,得到机构的运动螺

旋系.
本文认为:按照力学原理,基于约束分析的

DOF计算,应在同一个定坐标系中,且对同一个

动坐标系,确定各支路的约束螺旋系与动平台的约

束螺旋系,再进行相关性判定.因此,应将上述所

有分支的约束螺旋系向同一个动坐标系的原点o′
进行化简,再对化简后得到的机构约束螺旋系进行

相关性判定,以确定机构 DOF.显然,这一方法

属于几何法[１８􀆼１９],现举例说明之.
例３􀆰１确定图３ (a)、(b)所示两支路并联机

构的DOF.其中,图３ (a)两支路的P 副相互平

行,且垂直于两球副中心的连线;图３ (b)两支

路的P 副相互平行,但不垂直于两球副中心的连

线.
(１)对图３ (a)所示两支路并联机构

① 确定支路约束螺旋系

由螺旋理论易知,左支路约束螺旋系为:过

S１ 副中心的沿x 轴与y 轴的两个约束力Sr
１１ 与

Sr
１２;右支路约束螺旋系为:过S２ 副中心的分别平

行于x 轴与y 轴的两个约束力Sr
２１与Sr

２２.

② 所有支路的约束螺旋系向同一个基点化简

将两个约束力Sr
２１与Sr

２２向基点o１ 化简,得到

作用在基点o１ 的两个约束力Sr(o１)
２１ 与Sr(o１)

２２ 和过基

点o１ 的一个约束力偶 Mr(o１)
２２ ＝ Sr

２２×l(o１－o２).显

然,Sr(o１)
２２ 与Mr(o１)

２２ 线性相关.

③ 确定动平台约束螺旋系的秩

显然,对同一个基点o１ 的动平台约束螺旋系

的最大线性无关组为:Sr
１１,Sr

１２与 Mr(o１)
２２ .即:rank

({Sr(o１)})＝３.

④ 确定机构DOF
由DOF公式的统一形式可知,机构DOF为

F＝∑
m

i＝１
fi－ ∑

(v＋１)

j＝１
rank (Sj)＋rank ({S})＝

８－２× (６－２)＋ (６－３)＝３
易知,机构有２个全周 DOF:沿P 副方向的

整体移动与围绕２个S 副中心连线的局部转动

DOF;还有１个垂直于２个S 副中心连线的瞬时转

动DOF.
(２)对图３ (b)所示两支路并联机构

① 确定支路约束螺旋系

由螺旋理论易知,左支路约束螺旋系为:过

S１ 副中心的沿x 轴与y 轴的２个约束力Sr
１１与

Sr
１２;右支路约束螺旋系为:过S２ 副中心的分别平

行于x 轴与y 轴的两个约束力Sr
２１与Sr

２２.

② 所有支路的约束螺旋系向同一个基点化简

将２个约束力Sr
２１与Sr

２２向基点o１ 化简,得到

作用在基点o１ 的２个约束力Sr(o１)
２１ 与Sr(o１)

２２ 和过基

点o１ 的２个约束力偶

Mr(o１)
２２ ＝Sr

２２×l(o１－o２)与Mr(o１)
２１ ＝Sr

２１×l(o１－o２).

③ 确定动平台约束螺旋系的秩

显然,对同一个基点o１ 的动平台约束螺旋系

的最大线性无关组为:Sr
１１,Sr

１２,Mr(o１)
２１ 与 Mr(o１)

２２ ,
即:rank ({Sr(o１)})＝４.

④ 确定机构DOF
由DOF公式的统一形式可知,机构DOF为:

F＝∑
m

i＝１
fi－ ∑

(v＋１)

j＝１
rank (Sj)＋rank (S})＝

８－２× (６－２)＋ (６－４)＝２
易知,机构有２个全周 DOF:沿P 副方向的

整体移动与围绕２个S 副中心连线的局部转动

DOF.
例３􀆰２　确定图４所示３支路并联机构的 DOF.其

中,３个支路的P 副相互平行,且不垂直于３个球

副中心所在的平面.
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图３　两支路并联机构

Fig􀆰３　Parallelmechanismswithtwobranches

图４　３支路并联机构

Fig􀆰４　Parallelmechanismwiththreebranches

(１)确定支路约束螺旋系

由螺旋理论易知,３个支路的约束螺旋系分别

为:过S１ 副中心的沿x 轴与y 轴的２个约束力Sr
１１

与Sr
１２;过S２ 副中心,分别平行于x 轴与y 轴的２

个约束力Sr
２１与Sr

２２;过S３ 副中心的分别平行于x
轴与y 轴的２个约束力Sr

３１与Sr
３２.

(２)所有支路的约束螺旋系向同一个基点化简

将４个约束力Sr
２１,Sr

２２,Sr
３１与Sr

３２向基点o１ 化

简,得到通过基点o１ 的４个约束力:Sr(o１)
２１ ,Sr(o１)

２２ ,

Sr
３１与Sr(o１)

３２ ,以及过基点o１ 的４个约束力偶:

Mr(o１)
２２ ＝Sr

２２×l(o１－o２),Mr(o１)
２１ ＝Sr

２１×l(o１－o２),

Mr(o１)
３１ ＝Sr

３１×l(o１－o３),Mr(o１)
３２ ＝Sr

３２×l(o１－o３).
(３)确定动平台约束螺旋系的秩

显然,对同一个基点o１ 的动平台约束螺旋系

的最大线性无关组为:Sr
１１,Sr

１２,Mr(o１)
２１ ,Mr(o１)

２２ 与

Mr(o１)
３２ ,即:rank ({Sr(o１)})＝５.

(４)确定机构DOF
由DOF公式的统一形式可知,机构DOF为:

F＝∑
m

i＝１
fi－ ∑

(v＋１)

j＝１
rank (Sj)＋rank ({S})＝１２－

３× (６－２)＋ (６－５)＝１
易知,机构只有一个沿P 副方向整体移动的

全周DOF.
(５)讨　论

当图４所示并联机构的３个P 副垂直于３个

球副中心的所在平面时,不难证明,该机构 DOF
＝３.其中,有１个沿P 副方向的整体移动的全周

DOF,又有２个分别围绕２个S 副中心连线的瞬

时转动DOF.

３􀆰２􀆰２　DOF的非瞬时性判定

基于约束分析的 DOF公式可得到瞬时 DOF,
但需要判定是否是全周 DOF.文献 [２０]提出了

基于 “不变螺旋系”的判定方法,但尚不适用于子

流形机构;文献 [１０]提出了非瞬时 DOF判定的

五步法;文献 [９]提出了对机构进行具体分析的

判定方法.但目前尚未见到有关文献提出非瞬时

DOF判定的一般方法.
对于既包含全周 DOF,同时又包含瞬时 DOF

的一类机构 (见例 ３􀆰１ 之图 ３ (a)与例 ３􀆰２ 的

⑤),其非瞬时DOF判定也许更为复杂.

３􀆰３　基于运动分析的DOF公式

３􀆰３􀆰１　基本思想

(１)基于POC集的DOF公式的基本思想

基于 POC集的式 (９)是在同一个定坐标系

中,且对同一个动坐标系,确定各支路的POC集

和动平台的POC集,以得到机构的 DOF;而统一

形式的式 (１０),仅是式 (９)的特例,只适用于

POC集不含非独立元素的机构.因此,式 (９)更

具有一般性.
(２)基于位移子群的DOF公式的基本思想

基于位移子群的式 (８),应在同一个定坐标系

中且对同一个动坐标系,计算DOF.
(３)基于速度空间的DOF公式的基本思想

基于速度空间的式 (７),在同一个定坐标系中

且对同一个动坐标系,计算DOF.
基于运动分析的统一形式的 DOF 公式 (式

(７)、式 (８)、式 (１０)),仅是式 (９)的特例.
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３􀆰３􀆰２　DOF的非瞬时性

① 由DOF公式 (９),可得到全周DOF;② 由

DOF公式 (８),可得到全周 DOF,但尚不能用于

子流形机构[１８􀆼１９];③ 由 DOF公式 (７),得到瞬

时DOF,用观察法确定其非瞬时性[１１].

４　结　论

(１)揭示了最近十多年提出的新的 DOF公式

之间的内在联系,给出了 DOF公式的统一形式及

其主要特点,见表１.
(２)统一形式的 DOF 公式的物理意义:①

DOF公式右边的第３项为动平台的独立方位特征

参数的数目 (即,维数);第一项与第二项之差等

于支路的冗余DOF;② DOF公式右边的第二项与

第３项之差等于机构的独立位移方程数;③ DOF
公式揭示了机构的拓扑结构、DOF与运动方位特

征３者之间的映射关系.
(３)基于约束分析的 DOF公式,当由分支坐

标系确定分支的约束螺旋系时,应将所有分支约束

螺旋系向同一个动坐标系的原点o′进行化简,再对

化简后得到的约束螺旋系进行相关性判定,以确定

机构DOF.
(４)基于运动分析的DOF公式 (９)、式 (１０)

是在同一个定坐标系中,对同一个动坐标系,确定

各支路的POC集和动平台的POC集,可得到机构

的整周DOF.式 (９)适用于 POC集含非独立元

素的机构,更具有一般性.而统一形式的 DOF公

式 (式 (１０))仅是式 (９)的特例.
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