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４􀆼３型六自由度并联机构的位置正逆解分析
∗
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摘要:在对４􀆼３型六自由度进行机构拓扑结构分析得出其耦合度为０的基础上;首先,通过顺序求解该机构各个基本运动链的

位置,以求出输出平台的位置正向解析解表达式,再通过求解机构的位置反解,验证了全部正解的准确性.这种基于拓扑结构

耦合度分析的位置求解方法,无须通过复杂的数学方法来建立、求解机构位置方程的一元代数高次方程,计算简易,而导出的

正逆解析解便于实时控制及其后续的工作空间、误差分析等研究.
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ForwardandInverseKinematicsSolutionfor４􀆼３Type
６􀆼DOFParallelMechanism

ZHUShuai􀆼shuai,SHEN Hui􀆼ping,WANGZhen,LIYun􀆼feng,MAZheng􀆼hua
(InstituteforRobot,ChangzhouUniversity,Changzhou２１３０１６,China)

Abstract:Onthebasicofthecouplingdegreeoftopologicalstructureanalysisfor４􀆼３type６􀆼DOFparallel
mechanismis０,firstly,generalexpressionofforwardkinematicsanalyticalsolutionscanbededucedby
solvingthepositionofeachBKC(basickinematicchain)insequence,includedintheparallelmechanism．
Secondly,allthesolutionsareverifiedbyperforminginversekinematics．Thisanalyticalmethod,basedon
thetopologicalstructureanalysis,neednottoestablish,derivateandsolvecomplexmathematicalposition
equationsofaYuanalgebraicequationofhighdegreeandthecalculationiseasy．Meanwhile,itsforward
andinversekinematicsanalyticalsolutionisconvenientforrealtimecontrolandtheanalysisofworkspace
anderrorinthefuture．
Keywords:６􀆼DOF;parallelmechanism;forwardkinematics;analyticalsolution

　　并联机构位置正解是研究机构运动学和动力学

的基础.机构尺度综合、奇异位形分析、运动标

定、输出误差分析和轨迹控制等,都需要获得机构

的位置正解.并联机构位置反解容易,而位置正解

需要求解一组强耦合非线性方程组.国内外学者采

用数值法和封闭解析法[１]对位置正解进行了研究.

数值法的特点是数学模型比较简单,省去了烦

琐的数学推导,但这种方法的计算量大、速度慢,
可能得不到机构的所有位置解,典型的数值算法有

Newton􀆼Raphson 法、同伦连续法和齐次化法

等[２];解析法的特点是数学推导、消元过程复杂,
计算 量 大,包 括 矢 量 代 数 法、几 何 法、矩 阵 法
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等[３].
本文采用基于耦合度分析的机构正解求解方

法,对４􀆼３型６􀆼SPS 型六自由度并联机构进行位

置求解.由分析知４􀆼３型６􀆼SPS 型六自由度并联

机构的耦合度为０,因此,直接应用几何法的直角

坐标的形式求出其位置正向解析解的通用表达式,
又通过求解机构的位置反解,验证了全部正解的准

确性.这种基于结构分析的解析方法无须通过复杂

的数学方法来建立、推导、求解机构位置方程组的

一元代数高次方程,具有计算简易、便于实时控制

及其后续的工作空间、误差分析研究等优点.

１　并联机构的耦合度计算

４􀆼３型六自由度并联机构简图如图１所示,该

机构由３条支路及上下两个平台构成,３支路的拓

扑结构由一个单开链和两个混合单开链构成,上平

台为等腰三角形,腰长为e,底边边长为f,下平

台为正方形,边长为a,简单开链 (SOC１)支路

为 {－S４－P６－S５６－},第一混合链 (HSOC１)
支路为３条 {－S－P－S－}支链重合于动平台

上的一个三重球副S１２,第二混合链 (HSOC２)支

路为２条 {－S－P－S－}支链重合于动平台上

的一个二重球副S３４,其中P１、P２、P３、P４、P５

与P６ 为主动副.

图１　４􀆼３􀆼SPS 六自由度机构图

Fig􀆰１　Structurediagramof４􀆼３SPS６􀆼DOFparallelmechanism

由基于序单开链的机构结构理论可知[４􀆼５],图

１所示并联机构共有５个独立回路,其独立位移方

程数ζi＝６ (i＝１~５),其约束度Δi (i＝１~５)
及机耦合度k 计算如下:
取SOC１ {－S１－P１－S１２－P２－S２－},

Δ１＝∑
m１

i＝１
fi－I１－ξ１＝８－２－６＝０,k１＝０

取SOC２ {－R(S１－S２)－S１２－P３－S３－},

Δ２＝∑
m２

i＝１
fi－I２－ξ２＝７－１－６＝０,k２＝０

取SOC３ {－S１－P４－S３４－P５－S２－},

Δ３＝∑
m３

i＝１
fi－I３－ξ３＝８－２－６＝０,k３＝０

取SOC４ {－R(S１－S２)－S１２－S３４－},

Δ４＝∑
m４

i＝１
fi－I４－ξ４＝６－０－６＝０,k４＝０

取SOC５ {－R(S１２－S３４)–S５６－P６－S４－}

Δ５＝∑
m５

i＝１
fi－I５－ξ５＝７－１－６＝０,k５＝０

这样,该机构包含５个基本运动链 (BKC),
且ki＝０ (i＝１~５).机构耦合度k (k≥０)揭示

了机构结构的复杂程度[６],k 值越大,机构的结构

越复杂,而对于k＝０的机构,可直接得到运动学

正向解析解.

２　位置正解分析

位置正解是已知６个驱动杆长度l１、l２、l３、

l４、l５、l６,求机构末端的位置和姿态 .
为不失一般性,建立静坐标系O􀆼XYZ,O

为球副S１ 的中心,X 轴沿轴线S１S２ 的方向,Y 轴

沿轴线S１S４ 的方向,Z 轴由右手坐标系法则确

定,则S１ 的坐标为 (０,０,０),S２ 的坐标为 (a,

０,０),S３ 坐标为 (a,a,０),S４ 的坐标为 (０,

a,０).在平面 S１２S３４S５６ 中建立动坐标系 G􀆼
UVW,G 为动平台的中心,U 轴沿轴线S３４S５６方

向,V 轴垂直于轴线S３４S５６,W 轴由右手坐标系法

则确定,如图所示,则:G 在动坐标系中坐标为

(０,０,０),S５６在动坐标系中的坐标为 (f
２

,０,

０),S１２ 在 动 坐 标 系 中 的 坐 标 为 (０,

e２－ (f
２

)２ ,０),S３４在动坐标系中坐标为 (－

f
２

,０,０),由已知条件可知从动坐标系G􀆼UVW

到静坐标系O􀆼XYZ 的变换矩阵Q 为:

Q＝ [Rα０,xRβ０,yRγ０,z]＝
１ ０ ０
０ cα０ －sα０

０ sα０ cα０

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

cβ０ ０ sβ０

０ １ ０
－sβ０ ０ cβ０

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

cγ０ －sγ０ ０
sγ０ cγ０ ０
０ ０ １

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

＝
cβ０cγ０ －cβ０sγ０ sβ０

sα０sβ０cγ０＋cα０sγ０ －sα０sβ０sγ０＋cα０sγ０ －sα０cβ０

－cα０sβ０cγ０＋sα０sγ０ cα０sβ０sγ０＋sα０cγ０ cα０cβ０

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

式中:cα０,sα０,cβ０,sβ０,cγ０,sγ０ － 分 别 为

cosα０,sinα０,cosβ０,sinβ０,cosγ０,sinγ０的缩写;

Rα０,xRβ０,yRγ０,z－基本旋转矩阵;α０,β０,γ０－运
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动坐标系相对于X 轴、Y 轴、Z 轴的旋转角;XSi

点的位置在动、静坐标之间的坐标变换可由下式表

达:

Si＝QSi′＋p (１)
式中:Si＝ [XSi　YSi　ZSi]T 为Si 在静坐标系中

的坐标;Si′＝ [USi　VSi　WSi]T 为Si 在动坐标

系中的坐标;p＝ [XG　YG　ZG]T 为动坐标系G
􀆼UVW 的中心点G 在静坐标系O􀆼XYZ 中的坐

标.

图２　第一混合链 (HSOC１)计算模型

Fig􀆰２　Thecalculationmodelofthefirsthybridchain(HSOC１)

图３　第二混合链 (HSOC２)计算模型

Fig􀆰３　Thecalculationmodelofthesecondhybridchain(HSOC２)

２􀆰１　由 HSOC１ 求S１２点的位置

HSOC１ 支路的结构如图２ (a)所示,当主动

输入l１ 和l２ 给定后,S１２到S１􀆼S２ 轴线的垂直距

离h１２为定值,点S１２的轨迹是以点R１２为圆心以长

度h１２为半径的圆,如图２ (b)所示,其中α１２为

平面S１S２S１２与静平台的夹角.同理,如图３所

示,点S３４的轨迹是以点R３４为圆心以长度h３４为半

径的圆,α１ 为平面S１S２S３４与静平台的夹角.
于是,根据△S１S２S１２几何关系得

h１２＝ l１
２－ (l

２
２－l２

１－a２

２a
)２ (２)

S１２的坐标:

即,S１２ (－
l２

２－l２
１－a２

２a
,h１２ 􀅰 cosα１２,h１２ 􀅰

sinα１２)

由S１２S３＝l３ 得到关系如下关系,并代入数据

得:

l２
３＝ a＋

l２
２－l２

１－a２

２a
é

ë
êê

ù

û
úú

２

＋ [a－h１２cosα１２]２＋

[h１２sinα１２] (３)

α１２＝

arccos２a２＋
l２

２－l２
１－a２

２a
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ (l２
２－l２

１－a２)＋h１２
２－l２

３

２ah１２
{ }

(４)

２􀆰２　由 HSOC２ 求S３４点的位置

如图３所示,根据△S１S２S３４几何关系得h３４

为

h３４＝ l２
４－ (l

２
５－l２

４－a２

２a
)２ (５)

S３４的坐标为:

S３４ (－
l２

５－l２
４－a２

２a
,h３４􀅰cosα１,h３４􀅰sinα１)

由S３４S１２＝e并简化为:

C１􀅰cosα１＋C２􀅰sinα１＋C３＝０ (６)
其中:

C１＝２h１２h３４cosα１２

C２＝２h１２h３４sinα１２

C３＝e２－ (a
２－l２

５＋l２
４

２a
)２－ (l

２
２－l２

１－a２

２a
)２－

２ (a
２－l５＋l２

４

２a
)(l

２
２－l２

１－a２

２a
)－h２

１２－h２
３４

由式 (６)得:

α１＝２arctan
－C２± C２

２＋C２
１－C２

３

C３－C１
(７)

由式 (７)可以解出α１,从而得到S３４点的坐

标.

２􀆰３　由单开链 (SOC)支路求S５６点的位置

由S５６S１２＝e,S５６S３４＝f,S５６S４＝l６ 得到关

系式:

e２＝ (XS５６－XS１２)２＋ (YS５６－YS１２)２＋ (ZS５６－ZS１２)２

f２＝ (XS５６－XS３４)２＋ (YS５６－YS３４)２＋ (ZS５６－ZS３４)２

l２
６＝ (XS５６－XS４)２＋ (YS５６－YS４)２＋ (ZS５６－ZS４)２

ì

î

í

ï
ï

ïï

(８)
其中:

XS５６＝u１YS５６＋k１

YS５６＝
A± A２＋B２－C２

B＋C
ZS５６＝u２YS５６＋k２
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A＝u２
１＋u２

２＋１
B＝２u１ (k１－XS１２)－２YS１２＋２u２ (k２－ZS１２)

C＝ (k１－XS１２)２＋Y２
S１２＋ (k２－ZS１２)２－e２

M＝XS１２
２＋YS１２

２＋YS１２
２－ (XS３４

２＋YS３４
２＋YS３４

２)

N＝ XS１２
２＋YS１２

２＋YS１２
２－ (XS４

２＋YS４
２＋YS４

２)

u１＝
－(YS１２－YS３４)(ZS１２－ZS４)－(YS１２－YS４)(ZS１２－ZS３４)
(XS１２－XS３４)(ZS１２－ZS４)－(XS１２－XS４)(ZS１２－ZS３４)

k１＝
(M－e２＋f２)(ZS１２－ZS４)－(N－e２＋l２

６)(ZS１２－ZS３４)
(XS１２－XS３４)(ZS１２－ZS４)－(XS１２－XS４)(ZS１２－ZS３４)

u２＝
(YS１２－YS３４)(XS１２－XS４)－(YS１２－YS４)(XS１２－XS３４)
(ZS１２－ZS３４)(XS１２－XS４)－(ZS１２－ZS４)(XS１２－XS３４)

k２＝
(M－e２＋f２)(XS１２－XS４)－(N－e２＋l２

６)(XS１２－XS３４)
(ZS１２－ZS３４)(XS１２－XS４)－(ZS１２－ZS４)(XS１２－XS３４)
由式 (８)可以求出S５６点的坐标.

已知动平台上S１２、S３４、S５６３点的坐标,即

可以求出动平台中心G 的坐标如下:

XG＝
１
２

(XS３４＋XS５６)

YG＝
１
２

(YS３４＋YS５６)

ZG＝
１
２

(ZS３４＋ZS５６)

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

(９)

由式 (１)得:

S１２＝QS１２′＋p
S３４＝QS３４′＋p
S５６＝QS５６′＋p

ì

î

í

ï
ï

ïï

代入数据得:

XS１２,YS１２,ZS１２[ ] ＝

－ e２－ (f
２

)２cβ０sγ０＋XG

e２－ (f
２

)２ (－sα０sβ０sγ０＋cα０cγ０)＋YG

e２－ (f
２

)２ (cα０sβ０sγ０＋sα０cγ０)＋ZG

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

T

XS３４,YS３４,ZS３４[ ] ＝

－
f
２cβ０cγ０＋XG

－
f
２

(sα０sβ０cγ０＋cα０sγ０)＋YG

－
f
２

(－cα０sβ０cγ０＋sα０sγ０)＋ZG

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

T

XS５６,YS５６,ZS５６[ ] ＝
f
２cβ０cγ０＋XG

f
２

(sα０sβ０cγ０＋cα０sγ０)＋YG

f
２

(－cα０sβ０cγ０＋sα０sγ０)＋ZG

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

T

(１０)

由上式得:

γ０＝arctan
f (XS１２－XG)

－２ e２－ (f
２

)２ (XS５６－XG)

β０＝arccos
２ (XS５６－XG)

fcosγ０

α０＝２arctan

sinβ０sinγ０－ (cosγ０)２＋ (sinβ０sinγ０)２－
YG－YS１２

e２－ f
２

æ

è
ç

ö

ø
÷)２

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

２

YG－YS１２

e２－ f
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

２
－cosγ０

３　位置逆解分析

逆解求解归结为:已知上平台位置G (XG,

YG,ZG)和姿态α０,β０,γ０ 求６个移动副的移动

量l１,l２,l３,l４,l５,l６.由式 (１０)计算的各

点坐标如下:
由式S１２S１得:

l１＝ X２
S１２＋Y２

S１２＋Z２
S１２ (１１)

由S１２S２＝l２

l２＝ (XS１２－a)２＋Y２
S１２＋Z２

S１２ (１２)

由S１２S３＝l３

l３＝ (XS１２－a)２＋ (YS１２－a)２＋Z２
S１２ (１３)

由S３４S１＝l４

l４＝ X２
S３４＋Y２

S３４＋Z２
S３４ (１４)

由S３４S２＝l５

l５＝ (XS３４－a)２＋Y２
S３４＋Z２

S３４ (１５)

由S５６S４＝l６

l６＝ X２
S５６＋ (YS５６－a)２＋Z２

S５６ (１６)

４　位置正逆解算例

取a＝５０,e＝８０,f＝４０,l１＝６０,l２＝５０,

l３＝７０,l４＝６０,l５＝５０,l６＝７０,并代入正解计

算公式 (２)~ (１０),得到动平台末端执行器的坐
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标和动坐标系相对于静坐标系的转角,见表１.
分别将上述算得的８组正解值依次代入逆解表

达式 (１１)~ (１６),由 matlab编程可计算出机构

对应的８组逆解实数解,如表２所示,且有

l１＝６０±Δl１,l２＝６０±Δl２,l３＝６０±Δl３,

l４＝６０±Δl４,l５＝６０±Δl５,l６＝６０±Δl６,

|Δli|≤１０－３ (i＝１~６),从而验证了正逆解求

解的正确性.

表１　４􀆼３型６􀆼SPS 正运动学数值算例

Table１　Theforwardpositionnumericalsolutionsof４􀆼３type６􀆼SPSparallelmechanism

序号 XG YG ZG α０/ (°) β０/(°) γ０/ (°)

１ ５２􀆰９２８０ ４９􀆰０９０３ １０􀆰３２６５ ２３７􀆰６３６４ ３３０􀆰９４５７ １４􀆰４７７５
２ ５２􀆰９２８０ ４９􀆰０９０３ －１０􀆰３２６５ １２２􀆰３６３６ ２９􀆰０５４３ １４􀆰４７７５
３ ２９􀆰０３０１ －２６􀆰９０６３ ２３􀆰９３１６ １２４􀆰７５１１ ２９１􀆰０９５６ １９４􀆰４７７５
４ ２９􀆰０３０１ －２６􀆰９０６３ －２３􀆰９３１６ ２３５􀆰２４８９ ６８􀆰９０４４ １９４􀆰４７７５
５ ２４􀆰９０１４ －２８􀆰７１２４ ２２􀆰６７８６ １２４􀆰７５１１ ３０４􀆰９６８６ １９４􀆰４７７５
６ ２４􀆰９０１４ －２８􀆰７１２４ －２２􀆰６７８６ ２３５􀆰２４８９ ５５􀆰０３１４ １９４􀆰４７７５
７ ４０􀆰６２５６ ２５􀆰２６３３ ２５􀆰４２６３ ２３７􀆰６３６４ ７６􀆰１８０５ １４􀆰４７７５
８ ４０􀆰６２５６ ２５􀆰２６３３ －２５􀆰４２６３ １２２􀆰３６３６ ２８３􀆰８１９５ １４􀆰４７７５

表２　４􀆼３型６􀆼SPS 逆运动学数值算例

Table２　Theinversepositionnumericalsolutionsof４􀆼３type６􀆼SPSparallelmechanism

序号 l１ l２ l３ l４ l５ l６

１ ５９􀆰９９９９ ４９􀆰９９９９ ７０􀆰００００ ６０􀆰００００ ５０􀆰００００ ６９􀆰９９９９
２ ５９􀆰９９９９ ４９􀆰９９９９ ７０􀆰００００ ６０􀆰００００ ５０􀆰００００ ６９􀆰９９９９
３ ５９􀆰９９９９ ４９􀆰９９９９ ６９􀆰９９９９ ５９􀆰９９９９ ４９􀆰９９９９ ７０􀆰００００
４ ５９􀆰９９９９ ４９􀆰９９９９ ６９􀆰９９９９ ５９􀆰９９９９ ４９􀆰９９９９ ７０􀆰００００
５ ５９􀆰９９９９ ４９􀆰９９９９ ６９􀆰９９９９ ５９􀆰９９９９ ４９􀆰９９９９ ７０􀆰００００
６ ５９􀆰９９９９ ４９􀆰９９９９ ６９􀆰９９９９ ５９􀆰９９９９ ４９􀆰９９９９ ７０􀆰００００
７ ５９􀆰９９９９ ４９􀆰９９９９ ７０􀆰００００ ５９􀆰９９９９ ４９􀆰９９９９ ７０􀆰００００
８ ５９􀆰９９９９ ４９􀆰９９９９ ７０􀆰００００ ５９􀆰９９９９ ４９􀆰９９９９ ７０􀆰００００

５　结　论

(１)基于分析计算机构的耦合度k 值大小,来

判断位置正解的难易程度,对k＝０的机构可直接

求解出机构位置正解,分析过程简明,物理意义明

晰.
(２)分析计算出４􀆼３型六自由度并联机构的耦

合度为０,因此,直接通过依次求解各个基本运动

链的位置求出了机构位置正解的解析表达式,并通

过求解位置反解及算例,验证了位置正解的准确

性.
本文工作为该机构的工作空间、误差分析、实

时控制等后续研究奠定了基础.
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