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混合正、负阶KdV-mKdV方程精确解

陈冬冬,刘玉清
(常州大学 数理学院,江苏 常州213164)

摘要:负阶KdV方程与著名的Camassa-Holm方程以及一些高维非线性发展方程有着紧密的联系,同时负阶KdV方程本身往往

还具有一些特殊性质比如具有显式弱解。因此负阶方程具有重要的数学和物理价值。本文提出混合正、负阶KdV-mKdV方程,

是对负阶KdV方程的一种推广,该方程有许多性质有待研究。通过行波约化,求得方程的精确解是其中一个重要部分。得到了

孤子解,三角函数解等形式的解,了解了正、负阶方程共同作用的方式。
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ExactSolutionstoAMixedPositive-NegativeKdV-mKdVEquation
CHENDongdong,LIUYuqing

(SchoolofMathematicsandPhysics,ChangzhouUniversity,Changzhou213164,China)

Abstract:NegativeKdVequationcloselyrelatestocelebratedCamassa-Holmequationandsomehighdi-
mensionalnonlinearevolutionequations.InthemeantimenegativeKdVequationitselfpossessspecial
propertiessuchasexplicitweaksolution.Sonegativeequationshavesignificantmathematicalandphysical
values.Amixedpositive-negativeKdV-mKdVequationisproposedinthispaper,whichisageneralization
ofnegativeKdVequation,forwhichthereareseveralaspectstoberesearched.Findingitsexactsolutions
throughthereductionoftravelingwavemethodisanimportantpart.Someexactsolutionssuchassoliton
solutionsandtrianglefunctionsolutionsareobtainedandthecombinedactionmodelofpositiveandnega-
tiveequationsisfoundthen.
Keywords:mixedpositive-negativeKdV-mKdVequation;reductionoftravelingwavemethod;exactsolu-
tions;solitonsolutions;trianglefunctionsolutions

1 KdV方程介绍

KdV方程是1895年由 Korteweg和deVries
导出的著名方程。长期以来对各种耦合 KdV 方

程[1-4]、变系数KdV方程[5-6]等等冠以 KdV方程名

称的非线性演化方程的研究一直没有中断。齐次平

衡法,Tanh函数法,Darboux变换法,双线性导数

法,反散射变换法[7-8]等方法被用于对此类方程进行

研究。一些重要的结果比如:无穷守恒律[8],Miura
变换[8],Crum 定理[9],方程与 Toda链方程的关

系[10-11]相继被发现。可以说,KdV方程的研究是孤

立子 理 论 研 究 的 一 个 缩 影。广 义 KdV 方 程 中

KdV-mKdV混合方程(u=u(x,t),足标表示对相

应变量求偏导数)
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ut=uxxx +6(uux +u2ux) (1)
因兼具 KdV方程和 mKdV方程的特点而受到重

视。它由广义KdV算子

S=∂2x +4u(1+u)+2ux∂-1
x (1+2u) (2)

其中∂-1
x 定义为

∂-1
x =

1
2
(∫

x

-∞

-∫
∞

x

) (3)

作用得到:

ut=Sux

广义KdV算子S=∂2x +4u(α+βu)+2ux∂-1
x (α+

2βu)当α=1,β=0时化简为KdV算子T ,而当α=
0,β=1时化简为mKdV算子。

近来,对负阶KdV方程的讨论引发了研究者的

兴趣。文献[12]讨论了负阶KdV方程族,求出了一

族方程的孤子解和有理解。文献[13]讨论了负阶

KdV-mKdV 方 程,求 出 了 Wronskian 解。负 阶

KdV方程族由下式表示[12]:

ut=-2bn,x (4)

Tbj,x =4bj-1,x,j=0,1,…,n,(b-1=0) (5)
其中 T =∂2x +4u+2ux∂-1

x 是 KdV 算子。负阶

KdV-mKdV方程则通过广义 KdV算子S 作用到

方程左边得到:

utxx +4u(α+βu)ut+2ux∂-1
x (α+2βu)ut=ux

(6)
本文中考虑算子S 在方程两边均有作用的情况,即
所谓混合正、负阶方程。这种类型的方程早在1983
年就有作者提出[14],但一直缺乏进一步的研究。通

过行波约化,我们将给出这种混合正、负阶 KdV-
mKdV方程的孤子解。

2 混合正、负阶KdV-mKdV方程

混合正、负阶KdV-mKdV方程的形式是:

ut=σSux +τvx (7)

Svx =ux (8)
其中S 就是由(5)定义的积微分算子,α,β,σ,τ

均为常数。若σ=1,τ=0,对应的方程是KdV-mK-
dV方程。若σ=0,τ=1,将算子S 对(7)两边作

用,得:

Sut=ux (9)
该方程也是文献[13]讨论的方程(6)。

设u=u(ξ),v=v(ξ),ξ=x+ωt,,其中ω为常

数。同时假设函数u,v 在无穷远处衰减为零。下

面按照[15](第一章第4节)的方法来统一构造非线

性演化方程的诸多精确解。假设

u=∑
m

i=0
aiφi,v=∑

n

i=0
biφi,φ'2=∑

r

i=0
ciφi (10)

在方程(7)、(8)中平衡最高级导数项与非线性项,可
以取m=1,n=3,r=4.先对方程(7)、(8)两边关于

x 积分一次,再把(10)代入,比较φ 的各次幂的系数

让其相等,得到一组解

c4=-βa2
1,c3=c1=0,b3=b2=0,a0=-

α
2β
,

其中a1 为任意常数,而c0,c2,b1 满足关系(其中b0
是任意常数)。

b1c2-
α2

β
b1=a1(1-2αb0) (11)

ωa1=σa1(c2-
3α2

2β
)+τb1 (12)

ωa0=
σα3

2β2
+τb0 (13)

特别,取b0=
1
3α
,则可得c2=

α2

β
-
2τβ
3σα2

,b1=

-
σα2a1

2τβ
;或c2=

α2

2β
,b1=-

2βa1

3α2
。 此时,ω=-

σα2

β

-
2τβ
3α2

。于是,可以得到如下解[14]。

若β>0,此时,c4<0,取c0=0,对c2=
α2

2β
有

钟状孤子解

u=-
α
2β

±
2α
2β
sech(2α

2β
ξ) (14)

对c2=
α2

β
-
2τβ
3σα2

,当3α4>2
τ
σβ2时,有钟状孤子解

u=-
α
2β

±

 

3α4-2
τ
σβ2

3αβ
sech(

3α4-2
τ
σβ2

3βα2
ξ)

(15)

若β<0,此时,c4>0,对c2=
α2

2β
,取c0=0,有三

角函数解

u= -α
2β

±
2α
2β
sec( 2α
2 -β

ζ) (16)

取c0=
c22
4c4

有扭状孤子解

u=-
α
2β

±
α
2β
tanh( α

2 -β
ξ) (17)

对c2=
α2

β
-
2τβ
3σα2

,取c0=0,当3α4>2
τ
σβ2时,有三

角函数解
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u=-
α
2β

±
3α4-2

τ
σβ2

3αβ
sec(

3α4-2
τ
σβ2

-3βα
ξ)

(18)
当3σα4=2τβ2 时,有有理解

u=-
α
2β

±
1
-βξ

(19)

取c0=
c22
4c4

,当3α4 <2
τ
σβ2 时,有扭状孤子解

u=-
α
2β

±

-3α4+2
τ
σβ2

6αβ
tanh(

-3α4+2
τ
σβ2

-6βα
ξ)

(20)

当3α4 >2
τ
σβ2 时,有三角函数解

u=-
α
2β

±
3α4-2

τ
σβ2

6αβ
tan(

3α4-2
τ
σβ2

-6βα
ξ)

(21)

特别,关注对应着c2=
α2

β
-
2τβ
3σα2

,b1=-
σα2a1

2τβ
的解

发现,正、负阶方程起的作用体现在量 τ
σ

上,解的形

式与不含负阶方程时得到的形式一样[14]。还要说

明的是,如果保留b0为任意值,可以使c2含有参数,
能扩大并调整其取值范围。

3 结 论

考虑了混合正、负阶KdV-mKdV方程,通过行

波约化得到了方程的精确解。从表达式可以看到,
正、负阶方程对应的部分(σ和τ部分)对解的影响

体现为共同作用,即由量 τ
σ

来刻画。解的形式与不

含负阶方程(即仅为KdV-mKdV方程)时得到的形

式一致,说明了这一性质与负阶方程与原始方程的

同源性有关。
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