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基于Jerk形式的多涡卷混沌电路

俞 清,姜 盼,陆 菱,包伯成

(常州大学 信息科学与工程学院,江苏 常州213164)

摘要:基于Jerk形式的混沌电路(简称为Jerk混沌电路)拓扑结构简单,易于物理实现,在信息工程领域具有广泛

的应用潜力。采用三角函数芯片实现非线性正弦函数运算,设计了一个简单的Jerk混沌电路,并由实验测量获得

了复杂的多涡卷混沌吸引子。借助于常规的动力学分析手段,分析了相应Jerk方程所表示系统的动力学特性,从
理论上说明了该电路确实可生成多涡卷混沌吸引子。
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Jerk-TypeBasedMulti-ScrollChaoticCircuit
YUQing,JIANGPan,LULing,BAOBocheng
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Abstract:Withsimpletopologicalstructureandeasierphysicalimplementation,Jerk-typebasedchaoticcir-
cuit(simplifiedasJerkchaoticcircuit)haswideapplicationpotentialsinthefieldofinformationengineer-
ing.Byemployingatrigonometricfunctionchiptoperformnonlinearsinefunctionoperation,asimpleJerk
chaoticcircuitisdesigned,uponwhichcomplexmulti-scrollchaoticattractorsarecapturedbyexperimental
measurements.Bymeansofconventionaldynamicalanalysismethods,dynamicalcharacteristicsofthesys-
temdescribedbythecorrespondingJerkequationareanalyzed,whichtheoreticallyillustratesthatthiscir-
cuitcanindeedgeneratemulti-scrollchaoticattractors.
Keywords:Jerkchaoticcircuit;multi-scrollchaoticattractor;dynamicalcharacteristic

  由于多涡卷混沌吸引子有着更为复杂的拓扑结

构[1],在混沌压缩感知、混沌雷达、混沌保密通信等

信息工程领域具有潜在的应用价值[2],因此它的生

成模型与电路实现一直是混沌研究的热点。近年

来,关于多涡卷混沌系统的生成模型得到了众多学

者的广泛关注,并取得了大量的研究成果[3-9]。基于

归一化Chua􀆳s电路方程,通过增加非线性函数曲线

的转折点,文献[3]最早发现了多涡卷混沌吸引子,
文献[4]从物理电路中捕获到了多涡卷吸引子;基于

归一化Colpitts电路方程,文献[5-6]采用三角形函

数或锯齿函数替换原方程中的指数函数得到了多涡

卷混沌吸引子;基于一些类Lorenz混沌系统,文献

[7-8]通过设计复杂的分段线性函数改造原有非线

性函数获得了一类多翼蝴蝶型混沌吸引子;而文献

[9]则基于Jerk系统,通过分别引入电流磁滞函数

和电压饱和函数,实验获得了2类多方向多涡卷混

沌吸引子。不管基于哪一类的生成模型,实现电路

一般采用模块化设计,分成系统基本模型模块和非

线性函数模块[9],电路设计复杂,实验调试难度大。
因此,如何采用一个简单的物理电路即能产生多涡
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卷混沌吸引子仍是目前的关键科学问题。
一类基于Jerk形式的混沌电路及其方程[10-11]

有着简单、易物理实现、易数学解析、通用性较强等

特点,适用于在科研教学过程中进行混沌现象的实

验演示。文献[4]利用正弦函数替换Chua􀆳s电路方

程中的分段线性函数,并采用三角函数芯片替换物

理电路中的Chua􀆳s二极管,数值仿真和实验测量获

得了多涡卷混沌吸引子。该电路较为简单,也容易

实现,但不具有通用性。本文设计了一个多涡卷

Jerk混沌电路并开展了相应的实验研究。首先引

入三角函数芯片构成的正弦函数运算电路,实现

Jerk形式电路的非线性反馈;其次基于多涡卷Jerk
混沌电路,导出了对应的Jerk系统方程;最后对系

统进行常规的动力学特性分析,从理论上说明本文

所提出的多涡卷Jerk混沌电路是有效可行的。

1 多涡卷Jerk混沌电路

一种新颖的采用三角函数芯片实现非线性正弦

函数运算的Jerk多涡卷混沌电路如图1所示。电

路由3个级联的有源积分器、3个线性反馈回路和1
个非线性反馈回路相互连接而成。非线性反馈回路

是一个正弦函数电路,其核心部分为图1中U5标识

的芯片,采用商业级AD639三角函数芯片[4]。

图1 多涡卷Jerk混沌电路原理图

Fig.1 Diagramofmulti-scrollJerkchaoticcircuit

如图1所示的电路参数分别为:R0=40kΩ、C0

=33nF、R1=R7= R9=10kΩ、R2=50kΩ、R3=

500kΩ、R4= R6=25kΩ、R5=54kΩ、R8=40kΩ,
运算放 大 器 采 用 OP07CP,工 作 电 压 为 ±15V。

AD639芯片的X1端输入为-ex,其增益e =R8/

R9;W端输出为h=-dsinex,这里参数d 由可变

电阻R7进行调整,当工作电压为±15V时,d=R1/

R5=1.233%×15=0.185。因此,图1中的电路方

程可表示为:
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式中:a=R1/R2=0.2,b=R1/R4=0.4,c=R1/

R3=0.02,d= R1/R5=0.185,e=R8/R9=4。
需说明的是,a 和b用于调节系统2的动力学特性,
而c和e分别用于控制混沌吸引子的涡卷数量和混

沌信号的动态幅度。
调节可变电阻R2的阻值,由数字示波器Tek-

tronixTDS3034c截取实验波形,当R2为50kΩ时,
图1所示多涡卷Jerk混沌电路U3输出端电压V3、

U2输出端电压V2和 U1输出端电压V1两两构成的

相轨图分别如图2(a)和2(b)所示,该结果为一个3
涡卷混沌吸引子。当R2分别为100kΩ、33.33kΩ、

20kΩ和16.67kΩ时,多涡卷Jerk混沌电路的V3与

V2的相轨图分别如图3(a)~3(d)所示。结果表明,
随着R2逐渐增大,多涡卷Jerk混沌电路可呈现出

多涡卷混沌吸引子和不同周期的极限环。

2 系统模型与吸引子

式(2)所表示的Jerk方程是一个简单的三阶常

微分方程,具有一个非线性正弦函数项,也可表示为

x
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+ax
··
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·
+cx+dsinex=0 (3)

式中:a、b、c、d、e为系统参数。若x1、x2、x3表示系

统3在相空间中的3个状态变量,则式(3)可改写成

x
·
1=x2

x
·
2=x3

x
·
3=-ax3-bx2-cx1-dsinex1

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(4)

选择a=0.2、b=0.4、c=0.02、d=0.185、e=4,系
统4可生成一个涡卷数量为3的多涡卷混沌吸引

子,在x1x2和x1x3平面上的投影分别如图4(a)和

4(b)所示。

3 动力学行为分析

令x
·
1=x

·
2=x

·
3=0。在-3≤x1≤3区间内,

基于典型参数a=0.2、b=0.4、c=0.02、d=0.185、

e=4,系统4有7个平衡点,分别为S0(0,0,0)、

S1±(±0.8072,0,0)、S2±(±1.5293,0,0)和

S3±(±2.4224,0,0)。系统4在平衡点S
-

=(x
-
1,

x-2,x
-
3)处的雅可比矩阵为:

·48·



第2期 俞清,等:基于Jerk形式的多涡卷混沌电路

图2 典型参数时的实验测量结果

Fig.2 Experimentalmeasurementsoftypicalparameters

图3 不同R2时的实验相轨图

Fig.3 ExperimentalphasediagramwithdifferentR2

图4 多涡卷Jerk混沌系统的典型吸引子

Fig.4 Typicalattractorofmulti-scrollJerkchaoticsystem
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(5)
特征根方程

f(λ)=λ3+aλ2+bλ+c+decosex-1=0 (6)

式(6)的3个特征根取决于x-1 的值。
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当a=0.2、b=0.4、c=0.02、d=0.185、e=4
时,由式(6)可计算得到各平衡点处系统4的特征根

分别为:

S0:λ1,2=0.3088±j0.8998,λ3=-0.8177
S1±:λ1=0.6982,λ2,3=-0.4491±j0.9085
S2±:λ1,2=0.3112±j0.9028,λ3=-0.8224
S3±:λ1=0.6874,λ2,3=-0.4437±j0.9017

由此可知,S0和S2±为3个不稳定的指数2平

衡点,而S1±和S3±为4个不稳定的指数1平衡点。
因此,系统4在-3≤x1≤3区间内有7个平衡

点,其中3个平衡点为指数2的鞍焦,可形成3个的

涡卷混沌吸引子。
在参数b=0.4、c=0.02、d=0.185、e=4的条

件下,系统4随参数a 变化的Lyapunov指数谱和

状态变量x1的分岔图分别如图5(a)和5(b)所示。
从图中可知,当参数a 逐步减小时,系统4的运行轨

道由最初的周期1轨道在a=0.53时裂变成多周期

轨道,并在a=0.4附近经 Hopf分岔后形成多涡卷

混沌轨道,最大Lyapunov指数从0变成了正值。
明显地,在混沌区域内有着2个较窄的周期窗,在周

期窗内最大Lyapunov指数从正值下降到0,然后重

新回到正值。

图5 系统4随参数a变化的动力学行为

Fig.5 Dynamicbehaviorsofsystem4withthechangeof

parametersa

当参数a 分别选取0.1、0.3、0.5和0.6时,系
统(4)所生成的混沌吸引子和周期极限环在x1x2平

面上的投影分别如图6(a)~6(d)所示。图6(a)和

6(b)为2个不同动态幅度的3涡卷混沌吸引子,图

6(c)为多周期极限环,图6(d)为单周期极限环。随

着参数a 不断增大,混沌吸引子和周期极限环的动

态幅度不断减小。

图6 不同参数a时在x1x2平面上的投影

Fig.6 Projectiononx1x2planewithdifferentparametersa

图4和图6的数值仿真结果与图2和图3所

示的实验测量结果一致,从理论上说明所提出的

多涡卷Jerk混沌电路确实可生成多涡卷混沌吸

引子。
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4 结 论

多涡卷混沌吸引子的生成电路形式很多,其中

最为简单且易物理实现的是基于Jerk形式的多涡

卷混沌电路。基于一个简单的Jerk电路,通过引入

由三角函数芯片实现非线性正弦函数运算的反馈电

路,提出了一个新的多涡卷Jerk混沌电路。采用数

字示波器进行实验测量,从多涡卷Jerk混沌电路中

截取到了复杂的3涡卷混沌吸引子。此外,Jerk系

统随着参数变化时存在混沌、周期以及周期窗等复

杂动力学行为。Jerk系统的动力学特性理论分析

说明了本文所提出的Jerk电路确实可生成多涡卷

混沌吸引子。
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