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3DOF弹性并联机构逆向运动和力学特性分析

朱 伟1,2,耿 林1,许兆棠2,沈惠平1,刘晓飞1

(1.常州大学 机械工程学院,江苏 常州213016;2.江苏省数字化制造技术重点实验室,江苏 淮阴223003)

摘要:由于机构运动过程中构件存在弹性形变,导致机构末端执行器姿态难以保证正确姿态。以3UPS/PU并联机

构为例设计一种3DOF弹性被动运动机构,采用闭合矢量法求出机构的运动逆解和速度方程。将机构的平台和支

链拆开,构建各构件的力和力矩静平衡方程,得到对应的27组方程,解出所有构件的约束力和约束力偶,并通过

MATLAB仿真得到各条弹性支链的约束反力和力矩随动平台位姿变化而变化的曲线,为进一步研究弹性被动运

动机构的逆向运动提供理论参考。
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AnalysisonInverseKinemicsandMechanicalPropertiesofa
ThreeDOFFlexibleParallelMechanism
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Abstract:Becauseoftheelasticdeformationofthememberintheprocessofmechanism movement,itis
difficulttoguaranteetheattitudeoftheendeffector.Inthispaper,the3UPS/PUparallelmechanismis
usedasanexampletodesignakindof3DOFelasticpassivemotionmechanism,andtheclosedvector
methodisusedtoderivetheinversekinematicssolutionandthevelocityequationofthemechanism.By
disassemblingtheplatformandbranchedchainofthemechanismto27groupsdynamicalequationswere
built,fromwhichthecorrespondingsolutionsaboutforcesandmomentsofallcomponentswereobtained.
AndthroughtheMATLABsimulation,wegetthecurvesoftheconstraintreactionforceandtorquewith
thechangeofthepositionandattitudeoftheelasticchain,whichprovidesatheoreticalreferenceforthe
reversemotionanalysisoftheelasticpassivemotionmechanism.
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  并联机构由于具有刚度大、承载能力强、精度高

等优点已被广泛应用于各种场合,诸如航空模拟平

台、并联机床、并联机器人、高精度定位平台等领域。

这类应用通常是在已知动平台运动轨迹的情况下,
在支链中采用主动驱动源(如电机、气缸或液压缸等

元件),通过位置传感器反馈数据和计算机编程控制
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驱动源,使动平台在规定的运动轨迹上精确运动,从
而完成切削、跟踪或定位等作业任务。这类机构可

称为主动运动机构,应用较为广泛。当广义力或负

载作用于动平台上、迫使驱动支链做被动自适应运

动,从而使动平台调整当前位姿状态,这类机构可称

为被动运动机构。常采用弹性元件(如弹簧、阻尼

器、减振器)代替支链中的驱动副,确保外力撤销后

机构能恢复到初始位置,这类机构主要用于力控制

机器人[1-2]、欠驱动机械手指[3]、多维减振平台[4]等

领域,可降低控制系统的复杂性,并实时修正末端构

件的位姿状态。
对于少自由度主动并联机构的受力分析,最常

见的方法是借助于虚功原理或运动雅克比矩阵[5],
在已知运动轨迹和外载荷的情况分析其受力情况,
力和力矩自主动支链向执行末端传递。对于被动自

适应运动机构,通常运动从执行末端输入,力和力矩

自动平台向支链传递,这与主动运动机构力传递方

向正好相反,属于力的逆解问题,由于力逆解涉及高

维非线性代数方程求解[6],求解比较复杂,限制了被

动运动机构的推广。本文针对一种基于虚拟弹簧驱

动的3UPS/PU弹性并联机构,通过在动平台上施

加广义力和力矩,采用拆分法建立各构件静力学平

衡方程,研究弹性支链的运动变形和机构的力逆解

问题。

图1 机构简图

Fig.1 Organizationdiagram

1 运动学建模

1.1 机构描述

3UPS/PU并联机构是有上动平台、下定平台、

3条弹性支链和1条中间从动支链构成,机构结构

如图1所 示。定 平 台△A1A2A3 和 动 平 台△B1

B2B3均为等边三角形,半径分别为ra 和rb,且动、
定平台初始位置保持平行,O 点和P 点分别为两平

台的中心。3条弹性支链呈120°对称布置于动定平

台之间,通过球铰(Si副)与动平台联结于Bi点,通
过虎克铰(Ui副)与定平台联结于Ai,其中虎克铰一

条回转轴与支链中的移动副垂直,另一条回转轴线

与支链重合。3条弹性支链中的移动副(Pi)均采用

气弹簧替代;中间支链一端通过移动副与下定平台

的中心O 点竖直联结,另一端通过虎克铰与动平台

的中心P 点联结。
根据机构的方位特征理论[7],该机构的独立回

路数ν=3,弹 性 支 链 的 POC(方 位 特 征)集 为
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(t1 表示一移动,r3 表示三转动,i=1,2,3),

中间支链POC集为
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r2
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,则机构的POC集为两

转动和一移动,自由度为3。当在动平台上作用一

定的力和力矩后,弹性支链作相应的被动自适应运

动使动平台达到某一位姿状态;当撤去外力后,机构

在弹性元件的作用下可恢复到初始位置。

1.2 位置逆解

便于分析,分别在静平台和动平台的中心建立

定坐标系O-xyz和动坐标系P-x'y'z',使y 轴指向

OA1 方向,y'轴指向PB1 方向;x 轴、x'轴分别在定

平台△A1A2A3和动平台△B1B2B3平面内;z轴、z'
轴分别垂直于定、动平台,坐标系统如图1所示。图

中p 表示OP 的位姿矢量,qi 表示OBi 矢量,li 表

示弹性支链的矢量。
动平台相对于定平台的旋转矩阵可表示为

ARB =
cosβ 0 sinβ
sinα cosα -sinαcosβ
-cosα cosα cosαcosβ
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式中:α、β 分别表示动平台绕x'轴和y'轴的欧

拉角。
定平台中Ai点的位置矢量ai 在定坐标系O-

xyz中的位置可表达为

a1= ra 0 0[ ] T
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(2)

点Bi在动坐标P-x'y'z'中的矢量 Bbi 可表示为
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b1= rb 0 0[ ] T
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根据图中的矢量关系,可得

qi=p+bi=li+ai (4)
式中bi =ARB

Bbi 。由此可得第i根支链的单位向

量及长度的表达式为

ei= p+ARB
Bbi-ai( )/li (5)

li=‖p+ARBbi-ai‖ (6)
式中:‖·‖表示求模;ei 、li 分别表示第i根弹性

支链的单位矢量和长度,且li=l0+Δli ,l0 表示初

始位置时支链的长度,Δli 表示第i根弹性支链的

长度变化量。
根据式(1)~(6),可求得弹性支链的长度变

化量

Δl1=r2a +r2b +p2-2prbcαsβ-2rarbcβ-l0

Δl2=r2a +p2-
1
2rarb(cβ- 3sαsβ+3cα)+

1
4r

2
b-

3
2r

2
bsαsβcα+

3
2r

2
bc2αsβ+

3
2r

2
bc2α+

prbcαcβ+ 3prbcα-l0

Δl3=r2a +p2-
1
2rarb(cβ+ 3sαsβ+3cα)+

1
4r

2
b+

3
2r

2
bsαsβcα-

3
2r

2
bc2αsβ+

3
2r

2
bc2α+

prbcαcβ- 3prbcα-l0 (7)
式中:sα、sβ、cα、cβ 分 别 表 示 sinα、sinβ、

cosα、cosβ,p 表示中间支链的长度(其变化量即动

平台竖直方向的位移量)。

1.3 速度分析

由于动平台的运动输出为沿z'轴的移动和绕

x'、y'轴的转动,因此动平台上参考点P 的绝对速

度为vP = 0 0 vz[ ] T ,动平台的角速度为ωP =
ωx ωy 0[ ] T 。

式(4)两边分别对时间求导,可得

li·ω×ei+l
·

i·ei=vP +ω×bi (8)

式中l
·

i 表示第i根支链的线速度。
式(8)两边同时点积ei ,可得:

l
·

i=ei·vP +ei·(ω×bi) (9)

可简化为以下形式

l
·

i=J vP ωT[ ] T (10)
式中J 即为该机构的雅可比矩阵,仅与机构的结构

参数和当前位姿有关,且

J=
e1 e2 e3

b1×e1 b2×e2 b3×e3
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2 逆向力分析

2.1 受力情况分析

对于被动运动机构而言,通常是已知动平台所

受惯性力和惯性力矩,进而求解各个作用支链的受

力,即力的逆解。对于空间并联机构,假设动平台中

心P 点作用等效六维广义力矢量(包含力和力矩),
可描述为

F= FP MP[ ] T=
FPx FPy FPz MPx MPy MPz[ ] T

(11)

式中:F 表示惯性力,M 表示惯性力矩。同样,支链

中的受力亦可描述成类似的六维广义力形式。
对于3-UPS/PU机构,由于中间从动支链的约

束,动平台只能绕x'、y'轴转动和沿z'轴移动。当

动平台受如式(11)所示的六维广义力,实际能有效

推动动平台运动的力只有3个,其输入可描述为如

下形式

Fin= FPz MPx MPy[ ] T (12)
一般运动副的约束反力跟其自由度有关。对于

U副,因为其绕2个转动轴轴线旋转不传递力矩,存
在4个约束元素,即3个约束反力和1个约束力偶;
移动副只有一个方向的移动,具有5个约束元素,包
括3个力偶约束和2个反力约束;对于球副,由于其

具有3个旋转自由度,其约束元素则包括3个反力

约束,不能传递力矩。

2.2 力平衡方程

假设机构各构件材质均匀,动平台质量为 M
克,其他支链的质量忽略不计。采用拆分法分别将

支链各杆从动、定平台中分离出来,然后对每个构件

进行静力学分析。

1)弹性支链的受力分析

第i根弹性支链向量在固定坐标系中的O-xyz
中的方位可采用2个欧拉角θi 和φi 表示[8],如图2
所示。

在Ai点建立支链坐标系Ai-xiyizi,其中zi轴

·65·
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图2 弹性支链受力图

Fig.2 Forcesdiagramofflexiblebranches

沿支链AiBi方向向上,xi轴和 U副垂直于移动副

的回转中心重合,按右手定则确定yi轴。定坐标系

O-xyz首先绕z轴旋转φi 角,到达另一支链坐标系

Ai-xi'yi'zi',再绕xi'轴旋转θi 角,则坐标系O-
xyz相对于支链坐标系Ai-xiyizi的转换矩阵为

ARi=
cosϕi -sinϕicosθi sinϕisinθi

sinϕi cosϕicosθi -cosϕisinθi

0 sinθi cosθi

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

(13)
根据图2,支链在O-xyz 坐标系中的受力主要

有:与定平台联结点 U副(Ai点)的约束反力FA
i =

FA
xi FA

yi FA
zi[ ]

T和绕z轴的约束力矩MA
zi
、与动

平台 联 结 点 球 副 (Bi 点)的 约 束 反 力 FB
i =

FB
xi FB

yi FB
zi[ ]

T 、弹簧的弹性驱动力fA
i 和fB

i (i

=1,2,3)。
当支链处于平衡状态时,可得力平衡方程为

FA
i +FB

i +fA
i +fB

i =0

li×FB'
i +MA

i =0{ (14)

式中FB'
i = FB'

xi FB'
yi FB'

zi[ ]
T 为支链坐标系Ai-xi'

yi'zi'下Bi 点 的 约 束 力,且 FB'
i =ARiFB

i ;MA
i =

0 0 MA
zi[ ] T ,当忽略移动副上下两构件之间的

摩擦力及弹簧的能量损耗,则有fA
i +fB

i =0。

2)中间支链受力分析

中间支链的受力主要有上动平台的 U副约束

反力FP
4= FP

x4 FP
y4 FP

z4[ ]
T 和一个约束力偶MP

4

= 0 0 MP
z4[ ]

T ,与下定平台的移动副O 点约束

反力 FO
4 = FO

x4 FO
y4 0[ ]

T 和 约 束 力 偶 MO
4 =

MO
x4 MO

y4 MO
z4[ ]

T ,受力情况如图3所示。

当中间支链平衡时,静力平衡方程为

FP
4 +FO

4 =0
MP
4 +MO

4 +p×FP
4 =0{ (15)

图3 中间支链受力图

Fig.3 Forcesdiagamofintermediatebranch

3)动平台受力分析

动平台的受力主要包括重力 Mg,3个球铰的约

束反力FB
i = FB

xi FB
yi FB

zi[ ]
T i=1,2,3。动平

台中 心 处 U 副 (P 点)的 约 束 反 力 FP
4 =

FP
x4 FP

y4 FP
z4[ ]

T 和 约 束 力 偶 MP
4 =

0 0 MP
z4[ ]

T 。另外,动平台还承受如式(12)的

外加六维广义力,如图4所示。

图4 动平台受力图

Fig.4 Bytryingtomovetheplatform

当动平台处于力平衡状态时,力平衡方程为

FP +∑
3

i=1
FB

i +FP
4 +Mg=0

MP
4 +MP =0

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(16)

式中:FP 、MP 分别是外加力和力矩矢量;Mg 为动

平台重力。
联立方程组(14)、(15)、(16),共27个方程,3

条弹性支链共18个未知参数,中间支链有9个未知

参数,可求得机构所有活动构件及运动副的约束反

·75·
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力和力矩,静力方程为静定方程。
对于弹性支链中上下两构件间的内作用力,假

设其刚度保持不变,可根据胡克定理fi =kiΔli 进

行求解,其中ki 为刚度系数,Δli 为弹簧变化量(i=
1,2,3)。

3 数值算例

根据图1结构设定机构的几何参数和物理参数

见表1。

表1 机构结构参数

Table1 Structuralparametersofthemechanism

参数 数值

l0/mm 180

ra/mm 300

rb/mm 100

ki/(N·m) 35

p0/mm 150

Mg/kg 15

  被动运动机构通常是动平台在广义力作用下实

现所需的位姿变化,迫使弹性支链做自适应伸缩运

动。为方便分析,本文设定上动平台P 点的运动规

律为:α、β均为从0到20°匀速变化,中间支链位移

p 为从150mm匀速变化到120mm,经Matlab编程

计算可得各支链及运动副的约束反力和约束力偶如

图5~图7所示。
图5(a)、5(b)、5(c)分别为上动平台与3条弹

性支链联结处Bi点处沿x、y、z3个方向的约束反

力 FB
xi FB

yi FB
zi[ ]

T 。根据式(14),下定平台与

弹 性 支 链 的 联 结 处 Ai 点 的 约 束 反 力

FA
xi FA

yi FA
zi[ ]

T 与图中受力大小相等方向相反。

图6为上动平台与中间支链联结处P 点(动平

台中心)的受力和力矩图。当机构初始位置时,P
点z方向受力为150N,而x、y 方向均为0,这是由

于动平台质量为15kg,随着运动过程中弹性支链受

力的增加而逐步减小,根据式(16)定平台O 点的受

力与图6(a)中受力大小相等方向相反;图6(b)中,
由于动平台的运动是绕x 轴旋转α 角和绕y 轴旋

转β角,而绕z 轴没有运动绕z 轴的力矩为0。随

着弹性支链中弹性力的不断增加,绕x、y 轴旋转所

需的力矩也不断增大,实际就是驱动动平台旋转的

输入力矩。
图7是3条弹性支链中弹簧的变形和受力,根

据胡克定理,随着弹簧变形量的不断增加,弹簧驱动

图5 上动平台Bi点处的约束反力

Fig.5 ConstraintreactionatpointBiofthemovingplat-

form

力也不断增加;其中,支链1中弹簧变形量为正,弹
簧缩短并承受压力,而支链2、3中弹簧变形量为负,
弹簧伸长并承受拉力。

4 结 论

1)3UPS/UP机构具有二转动和一移动运动输

出特征,通过矢量法分析了机构的位置逆解和速度

方程式。

2)采用拆分法分析机构各个构件和运动副的约

束反力及力矩,通过坐标转换方法建立统一力平衡

方程。

3)在并联机构的驱动副配置一定刚度的弹性元

件,当动平台在外力驱动下实现所需的运动时,则弹

性支链可作相应的被动自适应运动。当外力撤销或
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图6 动平台中心P点的约束力和力矩图

Fig.6 BindingandmomentdiagramsmovingplatformcenterpointP

图7 弹性支链变形和驱动力

Fig.7 Elasticdeformationandthedrivingforcebranched

运动停止后,在弹性驱动力的作用下,机构可恢复到

初始状态。
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