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关于一种推广形式的Ehrlich迭代法

黄清龙

(常州大学 怀德学院,江苏 靖江214500)

摘要:讨论Ehrlich迭代法的一种推广形式。这个推广的Ehrlich迭代法适用于同时求解高次代数方程的所有不同

重数的复根。构造出迭代公式并给出收敛性定理,借助数学归纳法提供了收敛性和收敛阶的简洁证明。推广的

Ehrlich迭代法和Newton迭代法的效率比较表明:当代数方程的根全为单根时,若代数方程次数不超过8则

Newton迭代法的效率更高,若代数方程次数超过8则推广的Ehrlich迭代法效率更高;当高次代数方程的根不全

为单根时,推广形式的Ehrlich迭代法的计算效率总是高于Newton迭代法的计算效率。
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OnaGeneralizationofEhrlich􀆳sMethod
HUANGQinglong

(HuaideCollege,ChangzhouUniversity,Jingjiang214500,China)

Abstract:AgeneralizedEhrlich􀆳smethodisdiscussed.ThisgeneralizedEhrlich􀆳smethodcanbeusedto
findallmultiplecomplexrootsofahigh-orderalgebraicequation.Theiterativeformulaisconstructedand
aversionofitsconvergencetheoremisgiven;bymathematicalinductionamoreconciseproofofthecon-
vergenceandconvergenceorderisproposed.Finally,Bycomparingthecomputationalefficiencyofthegen-
eralizedEhrlich􀆳smethodandthatofNewtonmethod,theconclusionsshowthatwhentherootsofalgebra-
icequationareallsingle,theNewtoniterativemethodismoreefficientiftheorderofalgebraicequations
doesnotexceed8,onthecontrarythegeneralizedEhrlichiterativemethodismoreefficientiftheorderof
algebraicequationexceeds8.Theefficiencyanalysisalsoshowsthatthecomputationalefficiencyofthe
generalizedEhrlich􀆳smethodisalwayshigherthanthecomputationalefficiencyofNewtoniterativemethod
whentherootsofalgebraicequationarenotallsingle.
Keywords:Ehrlich􀆳smethod;generalization;convergence;computationalefficiency

  考虑同时求解n 次代数方程f(x)=0在复数

域上全部根的数值方法。这里假定f(x)=0有m
个不同的根,其重数分别为μi(i=1,2,…m),显然

∑
m

i=1
μi=n。

不失一般性,设n 次多项式f(x)是首项系数

为1的多项式,在复数域上的因式分解式为

f(x)=(x-r1)μ1(x-r2)μ2…(x-rm)μm

(1)
其中ri ≠rj(i≠j)。

经简单计算易知f'(x)
f(x)=∑

m

j=1

μj

x-rj
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由此得ri=x-μi
f(x)
f'(x)

/[1-
f(x)
f'(x)∑

m

j=1

j≠i

μj

x-rj
] (i=1,2,…m)

  从而得到求解n 次代数方程f(x)=0的迭代 公式

x k+1( )
i =x k( )

i -[μi
f(x(k)

i )
f'(x(k)

i )
]/[1-

f(x(k)
i )

f'(x(k)
i )∑

m

j=1

j≠i

μj

x(k)
i -x(k)

j

] (2)

其中i=1,2…m ,k=0,1,2… 。

x(0)
1 ,x(0)

2 ,…x(0)
m 是方程f(x)=0的m 个根的

初始近似。和文献[1]一样,初值和根的重数及 m
采用文献[2]中的复合算法(compositealgorithm)
确定。

特别当方程的根的重数μi(i=1,2,…m)都是

1时式(2)即为文献[3]中的Ehrlich迭代法。因此

迭代公式(2)是Ehrlich迭代法的一种推广。
文献[4-5]对迭代公式(2)式的收敛性进行过讨

论,但过程繁琐。本文把高次代数方程的m 个不同

的复根及每一步迭代产生的m 个近似根当成整体,
即看成是m 维空间Cm 中向量。受到文献[6-7]的
启发,利用空间Cm 中的 ¥-范数,给出式(2)的收敛

性定理及其更简洁的收敛性证明。本文还分析了式

(2)的计算效率。

1 收敛性与收敛阶的讨论

设x k( )
i (i=1,2…m;k=1,2…)是由迭代公

式(2)的第k步迭代给出的m 个近似根,x(0)
1 ,x(0)

2 ,
…x(0)

m 是方程f(x)=0的m 个根的初始近似。
记h k( )

i =x k( )
i -ri ,在迭代公式(2)的两边同

时减去ri ,整理可得

h k+1( )
i =

A k( )
i

1+A k( )
i

h k( )
i (3)

式中A(k)
i =

1
μi
∑
m

j=1

j≠i

μj(rj -x(k)
j )(x(k)

i -ri)
(x(k)

i -rj)(x(k)
i -x(k)

j )
(4)

记第m 步迭代的误差向量h(k)=(x k( )
1 -r1,x k( )

2

-r2,…,x k( )
m -rm)=(h k( )

1 ,h k( )
2 ,…,h k( )

m ),这
里h(k)作为m 维空间Cm 中的向量,其范数采用

‖h(k)‖=max
1≤j≤m

h(k)
j{ },(k=0,1,2,…)(5)

记 d= min
1≤i<j≤m

ri-rj{ } (6)

式中 ri-rj 为2根之差的模,即复平面上2个

不同复根之间的距离。
记 μ= min

1≤i≤m
μi{ } (7)

取某正数δ<max
1
4
,μ
n{ } ,其中n 为方程次数。

定理1 当迭代初值x(0)
j 满足 ‖h(0)‖ <δd

时,由迭代公式(2)产生的序列 x(k)
j{ } ¥

k=0 收敛到

rj ,且存在常数c,使得 ‖h(k+1)‖ ≤c‖h(k)‖3,
从而迭代式(2)的收敛阶至少为3。

证明:当 ‖h(0)‖ <δd 时,一定有 h(0)
j =

x(0)
j -rj <δd(j=1,…m),

注意到式(6),从而有

x 0( )
i -rj ≥ ri-rj - x(0)

i -ri > (1-δ)d,x 0( )
i -x(0)

j ≥
ri-rj - x(0)

i -ri - x(0)
j -rj > (1-2δ)d,

故由式(4)知

A 0( )
i ≤

1
μi
∑
m

j=1

j≠i

μj h 0( )
i · h 0( )

j

(δ-1)(2δ-1)d2 <
δ2

(δ-1)(2δ-1)
1
μi
∑
m

j=1

j≠i

μj (8) 

由于δ<max
1
4
,μ
n{ } ,不难得出 δ2

(δ-1)(2δ-1)

1
μi
∑
m

j=1

j≠i

μj <
1
2
,

故有 A 0( )
i <

1
2

(9)

记η=

δ2

(δ-1)(2δ-1)
(n
μ

-1)

1-
δ2

(δ-1)(2δ-1)
(n
μ

-1)
(<1) (10)

则 h(1)
i ≤

A(0)
i

1- A(0)
i

h(0)
i ≤η h(0)

i (11)

从而当 h(0)
j = x(0)

j -rj <δd(j=1,…m)时,

h(1)
j ≤η h(0)

j ≤δd(j=1,2,…m)。
一般地,当 h(k)

j ≤δd(j=1,2,…m)时,类似

地可得
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A k( )
i ≤

1
μi
∑
m

j=1
j≠i

μj h k( )
i · h k( )

j

(δ-1)(2δ-1)d2 <
δ2

(δ-1)(2δ-1)
1
μi
∑
m

j=1
j≠i

μj <
1
2

(12)

h(k+1)
i ≤η h(k)

i ≤δd (13)
其中η 仍由式(10)确定。

由归纳法知当 ‖h(0)‖ <δd 时式(13)对所有

i=1,2…m ,k=0,1,2… 成立。
由式(13)即得 h(k)

i ≤ηk h(0)
i ≤δdηk ,

因0<η<1,所以当k→ ¥时,h(k)
i →0,即

x(k)
i →ri 。

根据式(12)有

A k( )
i ≤

1
μi
∑
m

j=1

j≠i

μj h k( )
i · h k( )

j

(δ-1)(2δ-1)d2

进而利用式(5)得

A k( )
i ≤

1
(δ-1)(2δ-1)d2

1
μi
∑
m

j=1

j≠i

μj·‖h(k)‖2 ≤
1

2δ2d2 ‖h
(k)‖2

因为 A(k)
i <

1
2
,所以由 h(k+1)

i ≤
A(k)

i

1- A(k)
i

h(k)
i 得 h(k+1)

i ≤
1

δ2d2 ‖h
(k)‖3,进而 ‖h(k+1)‖ ≤

1
δ2d2 ‖h

(k)‖3

取常数c=
1

δ2d2
,则 ‖h(k+1)‖≤c‖h(k)‖3,即定

理1成立。

2 计算效率分析

把式(2)右端第二项的分母变成1即得求μi 重

根ri 的Newton迭代法,即

x(k+1)
i =x(k)

i -μif(x(k)
i )

f'(x(k)
i )

(14)

当迭代初值x(0)
i 足够接近ri 时,Newton迭代

式(14)是2阶收敛的[8]。
下面简单地分析一下本文讨论的迭代式(2)和

上述Newton迭代式(14)的计算效率。迭代法的计

算效率定义如下。
定义:若迭代序列 x(k){ } 收敛且收敛阶 m >

1,而每一步迭代的计算量为w ,则e=
lnm
w

称为此

迭代序列或迭代法的计算效率,其中lnm 为收敛阶

m 的自然对数。
对于给定的迭代法,迭代计算量还与计算程序

的设计有关。假设程序设计时已尽可能减省计算

量。计算多项式的值最减省计算量的算法是秦九韶

算法[8],注意到f(x)是一个首项系数为1的n次

多项 式,采 用 秦 九 韶 算 法 计 算 一 次 f(x(k)
i ),

f'(x(k)
i )各需n-1次乘法。
由于加减运算的机器运行时间比乘除运算少得

多,下面分析每一步迭代的计算量时,忽略加减运算

而只统计乘除运算的次数。以1次乘除运算为单

位,平均每一个根每迭代一步的计算量是:Newton

迭代法为2n,本文讨论的迭代式(2)为2n+m+1。
结合2个迭代法各自的收敛阶,则 Newton迭

代法的效率e1=
ln2
2n
;本文讨论的迭代式(2)的效率

为e2=
ln3

2n+m+1
。

不妨设代数方程次数n≥2,注意到m ≤n,所
以对这2个效率值进行比较知:

结论1 当m=n即代数方程的根全为单根时,
若n≤8,则e1 >e2;若n≥9,则e2 >e1。

结论2 当m <n即多代数方程的根不全为单

根时,则总是e2 >e1。
因此可以得出结论:当高次代数方程的根不全

为单根时,本文讨论的这种推广形式的Ehrlich迭

代法,其计算效率总是高于 Newton迭代法的计算

效率。

3 结 论

最后给出几点评注。
评注1 由于迭代式(2)是同时求解高次代数

方程的全部复根的并行迭代法,所以我们把高次代

数方程的m 个不同复根作为一个整体对待,即以它

们为分量构成向量,进而引入第k 次迭代的误差向

量h(k)=(x k( )
1 -r1,x k( )

2 -r2,…,x k( )
m -rm),并

用m 维空间Cm 中常用的 ¥-范数来给出迭代初值

要求和进行收敛阶分析。
根据 Minkowski定理,有限维线性空间的所有

范数都是等价的。所以也可以用其他范数比如另一

种常用的2-范数或一般的p-范数来给出关于迭代
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式(2)的收敛性定理。
事实上,误差向量h(k)=(x k( )

1 -r1,x k( )
2 -

r2,…,x k( )
m -rm)的p-范数

‖h(k)‖p =(∑
m

j=1
x k( )

j -rj
p)1p

显然本文(5)式给出的范数与‖h(k)‖p 之间有

关系

‖h(k)‖ ≤ ‖h(k)‖p ≤m
1
p‖h(k)‖

因此用p-范数时迭代公式(2)有如下收敛性

定理,其中常数δ,d 同定理1。
定理 当迭代初值x(0)

j 满足 ‖h(0)‖p <δd
时,由迭代公式(2)产生的序列 x(k)

j{ } ¥
k=0 收敛到

rj ,且 ‖h(k+1)‖p ≤
m

1
p

δ2d2 ‖h
(k)‖3p ,从而迭代式

(2)的收敛阶至少为3。
但直接证明该定理的过程比定理1的证明过程

要稍微繁琐一些,所以讨论本文的这个推广形式的

Ehrlich迭代法的收敛性还是用(5)式给出的范数更

简洁。
评注2 收敛性定理1中要求的条件即迭代初

值x(0)
j (j=1,2,…,m)满足 ‖h(0)‖ <δd,而其

中的δ<max
1
4
,μ
n{ } 只是一个保证收敛的充分条

件,更精细的估计也许可以进一步放松对迭代初值

的要求,从而得出进一步改进的收敛性定理。
评注3 在推广的Ehrlich迭代公式

x k+1( )
i =x k( )

i -[μi
f(x(k)

i )
f'(x(k)

i )
]/

[1-
f(x(k)

i )
f'(x(k)

i )∑
m

j=1
j≠i

μj

x(k)
i -x(k)

j

]

中需 要 计 算 μi
f(x(k)

i )
f'(x(k)

i )
(i,2,…,n),计 算 出 μi

f(x(k)
i )

f'(x(k)
i )
(i,2,…,n)后,进一步算出u(k)

j =x(k)
j -

μjf(x(k)
j )

f'(x(k)
j )

的值并用其取代推广的Ehrlich迭代公

式 中 的 x(k)
j ,由 于 ∑

m

j=1

j≠i

1
x(k)

i -x(k)
j

和 ∑
m

j=1

j≠i

1
x(k)

i -u(k)
j

的计算量相同,注意到x(k+1)
i =x(k)

i -

μif(x(k)
i )

f'(x(k)
i )

是2阶收敛的,因此这样做通常可以提

高迭代收敛速度,正如 Gauss-Seidel技巧的使用

一样。
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