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超静定结构装配应力的一种新解法

谭邹卿,蒋学东,张苗苗,戴兴梦

(常州大学 机械工程学院,江苏 常州213164)

摘要:以包含误差杆件结构为研究对象,提出了一种新解法研究其装配应力。不同于传统的力法、位移法等方

法,利用拉格朗日乘数法建立了广义变分原理以求解含有误差杆件结构装配应力。利用拉格朗日函数,构造

无条件广义变分原理的新泛函,求解新泛函的极值问题,从而计算有误差杆件结构的装配应力,给出了杆系内

力的通解。计算结果表明该方法的正确性和通用性,该方法为求解有误差杆系的超静定问题提供了一种新

思路。

关键词:超静定;桁架;装配应力;广义变分原理;拉格朗日乘数法

中图分类号:O341    文献标志码:A    doi:10.3969/j.issn.2095-0411.2017.05.007   

ANewMethodforAssemblyStressesofStaticallyIndeterminateStructure

TANZouqing,JIANGXuedong,ZHANGMiaomiao,DAIXingmeng

(SchoolofMechanicalEngineering,ChangzhouUniversity,Changzhou213164,China)

Abstract:Takingpolestructuresincludingmanufacturingerrorsastheresearchobject,anewmethod

forassemblystressesofthestructuresisproposed.Differentfromthetraditionalforcemethodordis-

placementmethod,theassemblystressesofpolestructuresincludingmanufacturingerrorsarepresen-

tedbygeneralizedvariationalprinciples.UsingtheLagrangemultiplierfunction,anewfunctionfrom

unconditionalgeneralized variationalprinciplesisinvestigated.Theassembly stressesofpole

structuresincludingmanufacturingerrorscanbeobtainedbysolvingtheextremumproblemofthe

newfunction.Ageneralsolutionofinternalforcesofstructuresisgiven.Thecalculationresultsdem-

onstratetheaccuracyandversatilityoftheproposedmethod.Thismethodprovidesanovelwayforthe

researchofstaticallyindeterminatestructuresincludingmanufacturingerrors.
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由于超静定结构的承载合理以及安全性较大,在实际工程中得到了广泛应用。但杆件在制造加工
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上不可避免地存在偏差,而且这些差异是随机的,该偏差会引起结构的几何不完善,使得设计模型与实

际模型存在一定的差异。特别对大跨度空间结构,结构的分段数越来越多,在结构制作以及装配过程中

误差的传递和累积问题越来越凸显[1]。目前,这种几何不完善性对结构力学响应的影响已有一定的研

究。范志飞等[2]利用随机缺陷模态法分析了结构的稳定性,认为杆件长度扰动引起的装配应力对网壳

结构稳定性有较大的影响。张慎等[3]采用有限元和概率方法分析了网架结构由于制作偏差引起的装配

应力,该装配应力对结构的承载力有较大影响。

关于超静定结构求解问题,目前大部分工作采用力法和位移法作为基本方法。位移法以节点位移

作为基本未知量,力法则是将多余约束力选作基本未知量。但力法求解静不定结构需补充变形协调方

程,其困难在于如何补充变形协调方程[4]。陈平等[5]用节点位移法推导了载荷作用下多杆汇交问题的

通解,但事实上,还是利用杆件变形的几何关系补充变形协调方程进行计算。周道祥[6]利用解析几何法

求解杆系超静定问题的补充方程。姚顺忠[7]采用余弦函数研究了一般杆系结构节点位移的计算。边文

凤和董正筑[8]采用微分解析法研究了超静定桁架变形协调方程。成祥生[9]、吴晓[4,10]构造构造拉格朗

日函数,利用广义变分法求解外载荷作用下杆件的内力,避免了找出变形的几何条件的困难,但此方法

不能直接求解超静定装配应力。本文将对有误差杆件的超静定问题,利用拉格朗日乘数法建立普遍情

况下广义变分原理的新泛函,以分析各杆的装配应力,将该方法运用于桁架超静定结构中给出其矩阵形

式的通解,最后算例验证该方法的正确性和通用性。

1 广义变分原理

考虑有n+m 个杆件的线性超静定桁架结构,各杆的弹性模量、横截面面积及名义长度分别为Ei,

Ai,li(i=1,2,…,n+m)。假设超静定桁架中有p(1≤p≤n+m)根杆尺寸相比名义尺寸有加工误差,

其误差值分别为 Dr(r=1,2,…,p)。由于误差杆的存在,在装配时可对误差杆加载,使其名义尺寸变为

设计尺寸,然后与其他部分组装,再将误差杆上的外力卸载。虽然外力已卸载,杆件不再受外力作用,但

也会有装配应力存在。假设在装配后各杆的内力分别为Ni(i=1,2,…,n+m)。为了便于讨论,令Ne
r

为第r(r=1,2,…,p)根误差杆的装配内力。

在不考虑外载作用下对n+m 个杆件系统列出m 个平衡方程

Qi(N1,N2,…,Nn+m)=0 (i=1,2,…,m) (1)

由于杆件的内力需满足平衡方程式(1),为了研究加工误差效应,利用拉格朗日乘数法构造一个无

条件广义变分原理的新泛函为

L=V+∑
p

r=1
ΔrNe

r +∑
m

i=1
λiQi (2)

式中:V=∑
n+m

j=1

N2
jlj

2EjAj
为在线弹性范围内整个杆系的应变能;λi为拉格朗日乘子。等式右边的第二项

∑
p

r=1
ΔrNe

r 为加工误差效应的影响。计算时若Ne
r 取拉力,此时公式中杆的加工尺寸比名义尺寸长为正,

短为负。反之亦然。

将Nj及λi都当作独立的变量进行变分,则当新泛函L 达到极值时,利用式(2),则有

δL=∑
n+m

j=1

Njlj

EjAj
+∑

p

r=1
Δr
∂Ne

r

∂Nj
+∑

m

i=1
λi
∂Qi

∂Nj

æ

è
ç

ö

ø
÷δNj +∑

m

i=1
Qiδλi=0 (3)

由于δNj及δλi都是独立的,因此L 的极值条件为

∂L
∂λi

=Qi=0 (i=1,2,…,m) (4)
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∂L
∂Nj

=
Njlj

EjAj
+∑

p

r=1
Δr
∂Ne

r

∂Nj
+∑

m

i=1
λi
∂Qi

∂Nj
=0 (j=1,2,…,n+m) (5)

其中,式(4)表示m 个静力学平衡方程;式(5)有n+m 个方程,它等价于变形协调方程,所以总共有n+

2m 个方程,可解出n+m 个内力Nj和m 个拉格朗日乘子λi,从而可求含p 根误差杆的装配应力。因

此,对有误差杆件结构的广义变分原理方法避免了找出变形的几何条件。

2 广义变分原理的应用

利用上述广义变分原理来分析有误差杆件的n 次超静定桁架结构。在不考虑外载情况下,由式(6)

可知,m 个独立平衡方程的最一般形式可表示为

Qi=∑
n+m

j=1
aijNj =0 (i=1,2,…,m) (6)

式中aij为Nj的系数。由于平衡方程数目为m 个,而未知内力有n+m 个,因此问题是n 次超静定的。

将式(6)代入式(5)整理得

Njlj

EjAj
+∑

m

i=1
aijλi=-∑

p

r=1
Δr
∂Ne

r

∂Nj
 (j=1,2,…,n+m) (7)

将式(6)和(7)写成如下矩阵形式

F AT

A 0

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

N

Λ{ }=
NE

0{ } (8)

其中,

F=

f1

f2

⋱

fj

⋱

fn+m
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是一个n+m 阶的对角矩阵,它的元素fj =
lj

EjAj
;

A=

a11 a12 … a1(n+m)

a21 a22 … a2(n+m)

… … … …
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… … … …

am1 am2 … am(n+m)

é
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ê
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ê
ê
ê
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ù
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ú
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ú
ú
ú
ú
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是方程(6)的系数矩阵,是一个m×(n+m)阶矩阵;AT 是矩阵A 的转

置,是一个(n+m)×m 阶矩阵;N= N1,N2,…,Nj,…,Nn+m[ ] T 是内力Nj的列阵,对应于结构的全

部 未 知 内 力; Λ = λ1,λ2,…,λi,…,λm[ ] T 是 拉 格 朗 日 乘 子 λi 的 列 阵; NE =

-∑
p

r=1
Δr
∂Ne

r

∂N1
,-∑

p

r=1
Δr
∂Ne

r

∂N2
,…,-∑

p

r=1
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∂Nj
,…,-∑
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r=1
Δr
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r

∂Nn+m

é

ë
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ù
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T

是关于误差效应的列阵。

设

C=
F AT

A 0

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

(9)

它是具有n+2m 阶的对称方阵。若能求得其逆矩阵C-1,将C-1分块,并使得其子阵同阶于矩阵C 对

应的子阵
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C-1=D=
D11 D12

D21 D22
{ } (10)

利用式(10)可知式(8)的解为

N

Λ{ }=
D11 D12

D21 D22
{ }

NE

0{ } (11)

为了求解杆系的内力,只取式(11)中有关矩阵N 的子阵部分,得

N{ } (n+m)×1= D11{ } (n+m)×(n+m) NE{ } (n+m)×1 (12)

式(12)即可确定有误差杆系的全部内力,从而可得各杆的装配应力。

图1 3杆的超静定结构

3 计算与讨论

算例1:如图1所示吊桥链条的一节由3根长为

l的钢杆组成。若3杆的横截面面积A 相等、材料的

弹性模量E 相同,则刚度均为EA,中间钢杆略短于

名义长度,加工误差为δ,求各杆的装配内力。

假设各杆轴力均为拉力,因结构和载荷均对称,

故有

N1=N3 (13)

由平衡方程可知

2N1+N2=0 (14)

注意到杆2的尺寸比名义尺寸短,由式(2)可构造的新泛函为

L=2×
N2
1l

2EA+
N2
2l

2EA -δN2+λ(2N1+N2) (15)

式(15)关于内力求极值可得

∂L
∂N1

=
2N1l
EA +2λ=0 (16)

∂L
∂N2

=
N2l
EA -δ+λ=0 (17)

将式(14)、式(16)和式(17)合并,并按式(8)写成如下矩阵形式

2l/EA 0 2

0 l/EA 1

2 1 0
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è

ç
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ç
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(18)

则
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=

2l/EA 0 2

0 l/EA 1
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æ

è
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ø

÷
÷
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-1 0

δ

0

æ

è

ç
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ö

ø

÷
÷
÷

(19)

由式(13)和式(19)可得各杆的轴力为

N1=N3=-
δEA
3l
,N2=

2δEA
3l

(20)

若取δ=
l
2000

,由式(20)可得
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N1=N3=-
EA
6000

,N2=
EA
3000

(21)

图2 5杆的超静定结构

式中,负号说明杆1和3均受压力。式(21)与文献

[11]的计算结果完全一致,说明该方法的正确性。

算例2:如图2所示超静定杆系中,AC 杆的加工

长度比名义长度略短,加工误差为δ。若各杆刚度均

为EA,求装配后各杆的轴力。

假设各杆轴力均为拉力,因结构和载荷均对称,

故有

N1=N2,N4=N5 (22)

由节点A、C 的平衡方程可知

N3-2N1cos2α=0 (23)

N3+2N4cosα=0 (24)

注意到杆3的尺寸比名义尺寸短,由式(2)可构造的新泛函为

L=
N2
1l

EA +
N2
3l

2EA+
2N2

4lcosα
EA -δN3+λ1(N3-2N1cos2α)+λ2(N3+2N4cosα) (25)

式(25)关于内力求极值可得

∂L
∂N1

=
2N1l
EA -2λ1cos2α=0 (26)

∂L
∂N3

=
N3l
EA -δ+λ1+λ2=0 (27)

∂L
∂N4

=
4N4lcosα

EA +2λ2cosα=0 (28)

将式(23),式(24)以及式(26)~(28)合并,并按式(8)写成如下矩阵形式

2l/EA 0 0 -2cos2α 0

0 l/EA 0 1 1

0 0 4lcosα/EA 0 2cosα

-2cos2α 1 0 0 0

0 1 2cosα 0 0

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷÷
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N3
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ç
ç
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÷
÷
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÷
÷
÷
÷
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0
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ç
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÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

(29)

则
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(30)

由式(22)和式(30)可得各杆的轴力为

N1=N2=
EAδcosαcos2α

l[2cos22α+cosα(cos4α+2)]

N3=
2EAδcosαcos22α

l[2cos22α+cosα(cos4α+2)]

N4=N5=-
EAδcos22α

l[2cos22α+cosα(cos4α+2)]

(31)
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式(31)与文献[12]节点位移法的计算结果完全一致。

若取α=30°,由式(31)可得

N1=N2=N3=0.241
EAδ
l
,N4=N5=-0.139

EAδ
l

(32)

式中,负号说明杆4和杆5均受压力。式(32)与文献[11]的计算结果完全一致,说明该方法可解决高次

超静定问题。

由此可知,该方法求解各杆内力的计算过程避免了建立变形协调几何关系的困难。此外,用同一思

路,还可以解决外加载荷、温度变化等作用对杆件内力的影响,在此不再详细讨论。

4 结 论

利用拉格朗日函数法建立了有误差杆系结构的无条件广义变分原理,对构造的新泛函求极值以分

析超静定桁架问题,给出了矩阵形式的通解,最后验证了该方法的正确性。结果表明:该方法可完全不

考虑结构变形后的情况,避免了用几何法易于出错的问题。对于结构关系比较复杂、超静定次数较多的

情况,用几何法很难找出变形协调关系,而该方法更显得简洁且便于程序化。因此,该方法为求解超静

定结构装配应力提供了一种新解法。
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