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一种新型3T1R并联机构的设计及其运动学分析
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摘要:基于方位特征(POC)的并联机构设计理论,提出了一种新的SCARA型并联机构,分析计算出该机构的

耦合度k=1。根据基于序单开链法的机构运动学建模原理,分别给出该机构位置正反解的求解算法,并通过

数值算例验证了其正确性。基于导出的机构的位置反解,分析了该并联机构的工作空间,分析结果表明:该机

构具有全对称性,工作空间大的特点。研究结果为该机构的样机设计及应用奠定了理论基础。
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DesignandKinematicsAnalysisofaNovel3T1RParallelMechanism
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Abstract:Basedonthepositionandorientationcharacteristic(POC)oftheparallelmechanismdesign

theory,anovelSCARAtypeparallelmechanismisproposed,thecouplingdegreeofthemechanismk

=1iscalculated.Then,accordingtothemodelingprincipleofkinematicofthemechanismbasedonor-

deredSOC,thesolutionalgorithmoftheforwardandinversepositionofthisparallelmechanismare

derived,andannumericalexampleisprovidedtoconfirmthecorrectnessofthesolutionprocedure.Fi-

nally,basedontheinversepositionsolutionsofthemechanism,theworkingspaceofthisparallel

mechanismisobtained.Analysisresultsshowthatthisparallelmechanismhascharacteristicsoffull

symmetryandlargeworkingspace.Theseresearchresultsprovideatheoreticalfoundationforthepro-

totypedesignandapplicationofthismechanism.
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国内外对实现SCARA型(三平移一转动,3T1R)输出运动的并联机器人的研究和应用开发的基本
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发了基于三平移Delta(1985,Clavel)并操作手的被称为FlexPicker的SCARA并联机器人[1],并已广

泛应用;Pierrot及其团队成员等相继发明了 H4(1999年)、I4(2003年)、Par4系列(2005年)的四自由

度SCARA型操作手[2-4]。国内对3T1R并联机构的理论研究较多,样机研制及其应用开发相对迟缓。

2000年,黄真[5]提出了一种4-URU型三平移一转动并联机器人;2001年金琼、杨廷力[6]根据基于方位

特征矩阵的并联机构设计理论和方法,提出了一类三平移一转动并联机器人,并申请了一组5个具有单

动平台的三平移一转动并联机构[7],但未研制样机;黄田教授于2010年开发了具有2~3个动平台的四

自由度三平移一转动的Cross-IV型高速搬运机器人[8];2012年,刘辛军教授研制出具有一个动平台的

X4型并联机构样机[9]。

可见,相对于三平移Delta操作手研究和工业应用相对较为成熟来说,新型三平移一转动并联机构

的结构和应用还有待加强。在上述背景下,根据基于POC集和SOC单元的并联机构拓扑结构设计理

论和方法[10],作者团队系统综合出了18种具有较好应用前景的四自由度的三平移一转动并联

机构[11-14]。

文章首先对作者提出的一种四自由度三平移一转动并联机构进行了POC集、自由度、耦合度3个

主要拓扑结构特征的分析,发现其耦合度为k=1;因此,根据基于序单开链法的位置正解求解原理,对

该并联机构建立一个仅含一个虚拟变量的位置相容性方程,并采用一维搜索法求得其全部正解数值解;

又通过求解机构的位置反解,验证了正解的准确性;最后,对该机构的工作空间进行了分析。

图1 新型3T1R并联机构

1 新型3T1R并联机构的拓扑分析

1.1 机构描述

如图1所示,该机构是由动平台1、静平台0
通过1条三平移一转动输出的混合支链(HSOC)

和2条RSS 支链连接而成,其中,混合支链1是由

支链{-R11∥R12∥R13⊥R14-}和支链{-R35

∥R34⊥R33∥R32∥R31-}的末端转动轴线重合

构成。动平台1上转动副R15、R35的轴线和其法

线相平行,静平台0上的转动副R11、R21、R31和

R41为驱动副,且转动副R11与R31转动副的轴线垂直,即:R11⊥R31。

1.2 机构的POC集和自由度的计算

1)确定支路末端构件的POC集

混合支链1:HSOC1{-R11∥R12∥R13⊥R14∥R35∥R34⊥R33∥R32∥R31-},支链2:SOC2
{-R15-S22-S21-R21-},支链3:SOC3{-R41-S41-S42-},两者末端构件的POC集均为

Mb2=Mb3=
t3

r3
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ú
ú

2)确定第1个独立回路的位移方程数ξL1

混合支链1构成第1个回路,其ξL1 为

ξL1=dim Ms1 ∪Ms2{ }=dim
t3

r2(∥ ◇(R11,R14))
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其中Ms1,Ms2分别表示混合支链1中2条分支链{-R11∥R12∥R13⊥R14-}和{-R35∥R34⊥R33∥

R32∥R31-}末端的POC集。

该子并联机构的自由度F(sub-H)和POC集Mpa(sub-H)分别为:

F(sub-H)=∑
m

i=1
fi-∑

1

j=1
ξLj =10-6=4

Mpa(sub-H)=
t3

r1(∥R14))
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3)确定第2个独立回路的独立位移方程数ξL2

由混合支链1、支链2组成第2个回路,其ξL2 为

ξL2=dim Mpa(sub-H)∪Mb2{ }=dim
t3

r3
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ú{ }=6

该子并联机构的自由度F(1-2)和POC集Mpa(1-2)为:

F(1-2)=∑
m

i=1
fi-∑

2

j=1
ξLj =16-(6+6)=4

Mpa(1-2)=Mpa(sub-H)∩Mb2=
t3

r1(∥R14)
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

4)确定第3个独立回路的位移方程数ξL3 为:

ξL3=dim Mpa(1-2)∪Mb3{ }=dim
t3

r1(∥R14)
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5)确定机构自由度F 为:

F=∑
m

i=1
fi-∑

3

j=1
ξLj =22-(6+6+6)=4

6)确定机构的POC集Mpa 为:

Mpa=Mpa(1-2)∩Mb3=
t3

r1(∥R14)
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1.3 耦合度的计算

各回路的位移方程数已求出,故各自的约束度为:

Δ1=∑
m1

i=1
fi-I1-ξL1=9-2-6=1

Δ2=∑
m2

i=1
fi-I2-ξL2=7-1-6=0

Δ3=∑
m3

i=1
fi-I3-ξL3=6-1-6=-1

式中:fi 为第i个运动副的自由度;mj 为第j个SOCj的运动副数;Ij 为第j个SOCj的驱动副数;Δj

为第j个独立回路的约束度,j=1,2,3。

显然,该机构只包含一个BKC,其耦合度为

κ=
1
2∑

ν

j=1
|Δj|=

1
2
(1+0+1)=1

可知,该并联机构可以建立最低维数为1的一元非线性位置方程,并可通过一维搜索法求得该机构

的位置正解。
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图2 新型3T1R并联机构的运动学分析模型

2 3T1R并联机构的位置正反解求解

2.1 位置正解分析

2.1.1 坐标系建立及符号标注

机构位置求解模型如图2所示。其中,静坐

标系O-XYZ 建立在静平台0的中心,且X 轴与

R21R31边重合,Y 轴与R11R41边重合,Z 轴由右手

法则确定;动坐标系P-uvw 位于动平台1的中心

点P,u 轴垂直于R15S42边,v 轴平行于R15S42边,

图3 新型3T1R并联机构的俯视展开图

w 轴同样由右手法则确定。

机构的结构参数为:静平台0是边长为2a 的

正方形;动平台1是边长为2m 的等边三角形;αi

表示转动副R1i的转角(i=1,2,3);βj表示转动副

R3j的转角(j=1,2,3);δ1表示转动副R21的转

角;θ1表示转动副R41的转角。机构的结构参数

为:混合支链I中,hij表示2个转动副Rij,Ri,j+1

之间的杆长,lij表示转动副Ri,j+1的轴长(i=1,3;

j=1,2,3,4);支链II、III中,hi1表示转动副Ri1与

球副Si1之间的杆长,hi2表示球副Si1与球副Si2

之间的杆长(i=2,4)。

为理解方便,将图2机构展开为平面图,如图

图4 姿态角γ的度量

3所示,其中,直线SS 为静平台0的对角线,可

见,该机构在结构上关于直线SS 对称。

动平台1绕Z 轴方向的转动角为γ,如图4所

示。它由动平台1、静平台0、2条RSS 型无约束

支链,以及1条三平移一转动输出的混合支链组

成。4个主动副R11,R21,R31,R41均位于各边中

点,主动输入角分别为α1,δ1,β1,θ1。

图5 混合支链结构

该并联机构正解问题可描述为:已知主动输入

转角α1,δ1,β1,θ1,求动平台1的位置(x,y,z)及姿

态角γ。

2.1.2 基于序SOC的机构位置正解求解原理及算法

单开链的约束度为正值、零、负值3种形式,其物

理意义是[10]:

1)约束度为正值的SOC(Δ+
j ),会使机构自由度

增加Δ+
j ;为确定机构的运动,需在约束度为正值的

SOC(Δ+
j )上设定Δ+

j 虚拟变量;

2)约束度为0的SOC(Δ0
j),不影响机构自由
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度,其运动具有确定性,即其位置正解能独立求解;

3)约束度为负值的SOC(Δj
-),使机构自由度减少│Δj

-│,即对机构建立│Δj
-│个约束方程;

4)因SOC(Δ+
j )中的虚拟变量数目Δ+

j ,恰等于约束方程数目Δ-
j ,因此,易解出Δ+

j 个变量的真实

值。特别是当Δ+
j =│Δ-

j │=1时,易用一维搜索法求得。

根据上述求解原理,进一步给出该机构基于序SOC的位置正解的求解算法。

第一步:位置方程的建立

1)对于第一个单开链HSOC1{-R11∥R12∥R13⊥R14∥R35∥R34⊥R33∥R32∥R31-}而言,若

设转动副角R12的转角α2 为虚拟输入变量α*
2 ,则可由HSOC1求得:转动副R13的转角α3 为α*

2 的具体

函数表达式(记号*表示该值为虚拟赋值,下同)。

2)由第二个单开链SOC2{-R15-S22-S21-R21-},可建立杆长约束方程S21S21=h22,从而可求

得动平台的输出转角γ,也为α*
2 的具体函数表达式。

第二步:同理,由单开链SOC3{-R41-S41-S42-}建立杆长约束方程S41S42=h42,可得到一个含

有虚拟赋值α*
2 的目标函数,利用一维搜索法,从0°~360°不断改变虚拟赋值α*

2 的初值,直到满足该目

标函数为止。此时,对应的虚拟赋值α*
2 即为α2 的真实值,将其回代计算式,即可得到该并联机构位置

正解的实数解。

2.1.3 约束度为正值的HSOC1上各运动副的求解

由HSOC1中的分支链{-R11-R12-R13-R14-R35-R15-}可依次求得点R11,R12,R13,R14,

R35,R15的坐标,最终可由矢量方程OP=OR15-PR15求出P 点坐标为

xP

yP

zP

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

=

-l11-l12-h14sinα3-msinγ-
3
3mcosγ

-a+h11cosα1+h12cosα2+h14cosα3+mcosγ-
3
3msinγ

h11sinα1+h12sinα2+l13+l14

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

(1)

同理,由分支链{-R31-R32-R33-R34-R35-R15-}可依次求得点R31、R32、R33、R34、R35、R15的

坐标,最终可由矢量方程OP=OR15-PR15求出P 点坐标为:

xP

yP

zP

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

=

b+h31cosβ1+h32cosβ2-h34sinβ3-msinγ-
3
3mcosγ

l31+l32+h34cosβ3+mcosγ-
3
3msinγ

h31sinβ1+h32sinβ2+l33+l14

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

(2)

从式(1),式(2)可得:

h12sinα2-h32sinβ2=t1 (3)

h34sinβ3=t2+h14sinα3 (4)

h34cosβ3=t3+h14cosα3 (5)

其中,

t1=-h11sinα1-l13+h31sinβ1+l33
t2=b+h31cosβ1+h32cosβ2+l11+l12

t3=-a+h11cosα1+h12cosα2-l31-l32
这里,设定转动副R12的转角α2 为虚拟输入变量α*

2 ,则由式(3)可知,转动副R32的转角β*
2 为虚拟变量

α*
2 的函数,即
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β*
2 =arcsin

h12sinα*
2 -t1

h32

从式(4)、式(5)中消去β3,有

A1sinα3+B1cosα3+C1=0

令 k1=tan
α3
2

(6)

解得 k1=
-A1± A1

2+B1
2-C1

2

C1-B1
(7)

其中,

A1=2t2h14

B1=2t3h14

C1=t22+t32+h14
2-h34

2

2.1.4 约束度为0的SOC2上各运动副的求解

由支链II,得点S21,S22的坐标分别为

xS21

yS21

zS21

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

=

-b+h21cosδ1
0

h21sinδ1

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

,
xS22

yS22

zS22

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

=

-l11-l12-h14sinα3-2msin(γ+
π
3
)

-a+h11cosα1+h12cosα2+h14cosα3+2mcos(γ+
π
3
)

h11sinα1+h12sinα2+l13+l14

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú

进一步,由杆长约束lS21lS22=h22,整理并化简有

A2sin(γ+
π
3
)+B2cos(γ+

π
3
)+C2=0

令

k2=tan
γ+

π
3
2

(8)

解得

k2=
-A2± A2

2+B2
2-C2

2

C2-B2
(9)

式中:

A2=-4m(-l11-l12-h14sinα3+b-h21cosδ1)

B2=4m(-a+h11cosα1+h12cosα2+h14cosα3)

C2=(-l11-l12-h14sinα3+b-h21cosδ1)2+4m2+(-a+h11cosα1+h12cosα2+

h14cosα3)2+(h11sinα1+h12sinα2+l13+l14-h21sinδ1)2-h22
2

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

可见,输出转角γ 也为虚拟变量α*
2 的函数。

2.1.5 约束度为负值的SOC3上建立一维搜索函数

由支链III,得点S41,S42的坐标分别为:

xS41

yS41

zS41

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

=

h41cosθ1
a

h41sinθ1

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
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xS42

yS42

zS42

é

ë
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ê
ê
ê
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=

-l11-l12-h14sinα3-2msinγ

-a+h11cosα1+h12cosα2+h14cosα3+2mcosγ

h11sinα1+h12sinα2+l13+l14

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
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ú

同样,由杆长约束lS41S42=h42,整理并化简得:

f(α*
2 )=(-l11-l12-h14sinα3-2msinγ-h41cosθ1)2+(-a+h11cosα1+h12cosα*

2 +

h14cosα3+2mcosγ-a)2+(h11sinα1+h12sinα*
2 +l13+l14-h41sinθ1)2-h42

2 (10)

通过不断改变α*
2 的值,可使f(α*

2 )=0;再将满足f(α*
2 )=0的α*

2 代入式(1),即可得到动平台1
上P 点的坐标(x,y,z);将α*

2 代入式(8),式(9),即可得到动平台1的姿态角γ。

为方便理解,上述计算过程如图6所示。

图6 该并联机构位置正解的流程图

2.2 位置反解

反解问题可描述为:已知动平台1的位置P(x,y,z)及姿态角γ,求输入转角α1,δ1,β1,θ1。

2.2.1 主动副R11的输入角α1的计算

由式(1)中P 点的x 坐标可得

x=-l11-l12-h14sinα3-msinγ-
3
3mcosγ

则

α3=arcsin
-l11-l12-msinγ-

3
3mcosγ-x

h14
(11)

由式(1)中P 点的y、z坐标可得

-h12cosα2=P0+h11cosα1 (12)

-h12sinα2=P1+h11sinα1 (13)

其中,

P0=-a+h14cosα3+mcosγ-
3
3msinγ-y

P1=l13+l14-z
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P2=2P1h11

P3=2P0h11

P4=P0
2+P1

2+h11
2-h12

2

由式(12),式(13)得

P2sinα1+P3cosα1+P4=0

令 u1=tan
α1
2

(14)

解得 u1=
-P2± P2

2+P3
2-P4

2

P4-P3
(15)

因此,根据式(14),式(15),可直接求出输入转角α1 。

2.2.2 主动副R31的输入角β1的计算

由式(2)中的y 坐标可知

y=l31+l32+h34cosβ3+mcosγ-
3
3msinγ

即 β3=arccos
-l31-l32-mcosγ+

3
3msinγ+y

h34
(16)

由式(2)P 点的x,z坐标可得

h32cosβ2=P5-h31cosβ1 (17)

h32sinβ2=P6-h31sinβ1 (18)

其中, P5=-b+h34sinβ3+msinγ+
3
3mcosγ+x

P6=z-l33-l14
P7=-2P6h31

P8=-2P5h31

P9=P5
2+P6

2+h31
2-h32

2

由式(17),式(18)得

P7sinβ1+P8cosβ1+P9=0

令 u2=tanβ
1

2
(19)

解得 u2=
-P7± P7

2+P8
2-P9

2

P9-P8
(20)

因此,根据式(19),式(20),可直接求出输入转角β1。

2.2.3 主动副R21的输入角δ1的计算

由支链Ⅱ,易得点S21,S22的坐标分别为:

xS21

yS21

zS21

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

=

-b+h21cosδ1
0

h21sinδ1

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

;
xS22

yS22

zS22

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

=

x-
23
3 mcosγ

y-
23
3 msinγ

z

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

由杆长约束lS21S22=h22,并整理可得
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Q1sinδ1+Q2cosδ1+Q3=0
其中, Q1=-2zPh21

Q2=-2(x-
23
3 mcosγ+b)h21

Q3=(x-
23
3 mcosγ+b)2+(y-

23
3 msinγ)2+z2+h21

2-h22
2

令 λ1=tan
δ1
2

(21)

解得 λ1=
-Q1± Q1

2+Q2
2-Q3

2

Q3-Q2
(22)

因此,根据式(21),式(22),可直接求出输入转角δ1。

2.2.4 主动副R41的输入角θ1的计算

由支链Ⅲ,易得点S41,S42的坐标分别为:

xS41

yS41

zS41

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

=

h41cosθ1
a

h41sinθ1

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

;
xS42

yS42

zS42

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

=

x+
3
3mcosγ-msinγ

y+
3
3msinγ+mcosγ

z

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

由杆长约束lS41S42=h42,并整理可得:

Q4sinθ1+Q5cosθ1+Q6=0
其中 Q4=-2zh41

Q5=-2(x+
3
3mcosγ-msinγ)h41

Q6=(x+
3
3mcosγ-msinγ)2+(y+

3
3msinγ+mcosγ-a)2+z2+h41

2-h42
2

令 λ2=tan
θ1
2

(23)

解得 λ2=
-Q4± Q4

2+Q5
2-Q6

2

Q6-Q5
(24)

因此,根据式(23),式(24),可直接求出输入转角θ1。

由上可知,该机构存在24=16组反解。

3 位置正反解实例验算

3.1 正解算例

设并联机构的结构参数 (单位:cm)为:

h11=20.5;l11=0;h12=20;l12=0;l13=6;h14=15;l14=6;h31=20.5;l31=0;h32=20;l32=0;h34

=15;l33=6;h21=10;h22=30;h41=10;h42=30;a=30;b=30;m=15。

设4个主动输入角为:

α1'=134.4503°;β1'=119.4846°;δ1'=142.9988°;θ1'=102.5365°。

对式(1)~式(10),设虚拟变量α*
2 的范围为0~2π,通过一维搜索,可求得4组实数位置正解,见
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表1。                             
 
 
 
 
 
 
                            

 
 
 
 
 
 
 
 表1 机构位姿正解数值算例

组数 x/cm y/cm z/cm γ/(°)

1 -8.1544 5.7695 37.1486 2.5898

2 -16.5975 1.0676 35.7259 5.3342

3 -14.7860 -12.0186 14.0088 53.2965

4 -6.3689 -8.9544 24.3715 61.0658

3.2 逆解算例

将正解的 No.2数据结果代入式(14),式

(15),式(19)~式(24),可得16组实数反解,其

中,一组反解即为4个主动输入角:

α1'=134.4503°;β1'=119.4846°;δ1'=142.9988°;θ1'=102.5399°
可见,与正解中给定的4个输入角一致,从而验证了其正反解的正确性。

4 3T1R并联机构的工作空间分析

并联机构的工作空间是衡量并联机器人性能的一个重要指标。采用极限搜索法对该3T1R并联机

构的工作空间进行分析,即先设定该工作空间的搜索范围,基于机构的运动学逆解,查找该工作空间内

所有满足杆长约束、运动副转角约束、连杆干涉约束的点。若其中的任一值超出了其允许值,则对应的

点在工作空间外,表示机构此时的位姿是达不到的;若求得的任一值等于其允许值,此时该点位于工作

空间的边界。按照这种方法,通过 MATLAB软件编程,找出机构所有满足条件的位姿点,这些点所构

图7 并联机构的工作空间三维立体图

成的三维立体图,即为该机构能够达到的工作空间。

机构的结构参数已在3.1中给出。为了找到空

间中满 足 要 求 的 点,先 确 定 空 间 三 维 搜 索 范 围:

0≤z≤50,-π≤θ≤π,0≤ρ≤50,该搜索范围

只需略大于单个杆长的活动半径即可;约束条件:-
π≤α1(β1,δ1,θ1)≤π;通过 Matlab软件编程,得到

该并联机构工作空间的三维立体图及各截面图,分

别如图7、图8所示。

图8 并联机构的工作空间的Z 截面图
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从图8可看出:

1)该并联机构的工作空间Z 截面图,基本对称于矩形静平台0的对角线SS。

2)随着Z 的增加,该并联机构的工作空间Z 截面图形由不规则图形逐渐演变为规则图形,截面面

积也逐渐增大。

3)该并联机构的工作空间是连续的,整体较为规则且对称。

5 结 论

1)根据基于POC的并联机构拓扑结构设计方法,可清晰地揭示机构的拓扑结构特征。

2)因该四自由度SCARA并联机构的耦合度k=1,运用序单开链法建立的机构位置正解算法,可

用一维搜索法求解全部实数位置正解,导出的解析公式可为设计人员直接应用,易实现计算机自动生

成。为该机构进行动力学、误差分析控制及优化设计打下了良好的基础。

3)基于位置反解,得到了该3T1R并联机构的工作空间,发现在结构上具有较好的对称性,为该机

构的样机设计及应用奠定了理论基础。
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