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摘要!线性判别分析尽管在许多实际应用中表现良好#但是它在处理含有缺失数据的高维数据集时#效果却很

不理想'这一方面是由于线性判别分析方法无法准确地预测或填充缺失数据#另一方面是由于在高维情况

下#线性判别分析使用的样本协方差矩阵不再是总体协方差矩阵的一个良好估计'因此导致计算出的判别函

数值产生很大的偏差'基于随机矩阵理论#采用总体协方差矩阵的
])44%

估计#提出了一种处理高维缺失数

据集的线性判别分析改进方法'在多种人造及真实数据集上的仿真结果表明#所提方法的分类正确率优于其

他同类算法'
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随着大数据时代的到来#高维数据普遍产生和存在于工业制造+生物信息+金融证券以及电子商务

等各个领域)

@E!

*

'高维数据的特点在于其变量$特征&数目
:

接近甚至超过样本数目
"

'因此高维数据

不再符合经典多元统计分析中#特征向量的维度
:

固定而样本数目
"

趋于无穷的假设'数据维度的增

加给一些经典的统计方法和机器学习算法带来巨大挑战'线性判别分析$

]1(3)';149'1O1()(5)()*

6

414

#

]MU

&作为一种常用的有监督分类算法#在处理高维数据时却效率很低或者根本不适用'其中一个主

要的原因是在高维条件下#样本协方差矩阵是病态的或奇异的#它不再是总体协方差矩阵的一个良好估

计'当使用该样本协方差矩阵来代替真实协方差矩阵计算判别函数数值时#无疑将产生非常大的偏差#

最终造成错误的分类以及正确率的降低'

目前#针对高维数据的判别分类问题#已经在
]MU

的基础上#相继提出了一些改进的算法'其中一

类方法主要是直接对
]MU

算法进行改进#例如
LK̂:M>U7

通过提高
]MU

中总体协方差矩阵
"

估计

的精度)

F

*

#提出了一种正则化的
]MU

算法#该算法在一定范围内可用于高维数据的分类%另一类方法主

要是把降维算法和
]MU

结合来对高维数据进行分类#例如
807

等通过主成分分析对燃油数据先进行

维数约减#根据样本正确率的变化趋势#选择
D

个主成分进行线性判别分析)

D

*

'但上述这些方法都要求

输入完整的观测数据集'随着数据收集方式越来越多#含有缺失值的数据集大量存在#这将导致上述方

法无法正常使用'

处理缺失数据的通常方法是首先进行数据预处理#例如简单地剔除含有缺失数据的样本或者对缺

失数据进行填充处理等)

B

*

'但是当数据集中缺失数据过多时#剔除这些缺失数据样本可能会造成数据

样本过少而无法使用)

T

*

'处理缺失数据集的其他常用方法为首先使用最近邻填充或者多重填充等方法

对缺失数据进行填充#得到一个完整的数据集#然后再应用
]MU

或其他分类算法#这样的处理步骤相对

较为繁琐#效率较低)

\

*

'最近#

]H07̂,̂

基于随机矩阵理论分析#采用总体协方差矩阵的
])44%

估计#

提出了一种含有缺失数据的高维协方差矩阵无偏估计方法)

A

*

'课题组把这种高维协方差矩阵的无偏估

计与
]MU

相结合#提出了一种面向高维缺失数据集的线性判别分析方法'对高维缺失数据集的仿真实

验表明#该方法能够有效地处理含有缺失数据的高维数据分类问题#而且具有较高的分类正确率'

B

!

线性判别分析

线性判别分析是一种有监督的分类方法#其基本原理是利用类标签已知的样本#计算判别函数的参

数模型#然后根据判别函数把未知样本分类到已知类别中'

假设
:
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式中
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和
"

+

分别表示第
+

类观测数据的均值向量和总体协方差矩阵'在
]MU

中#通常假设每类样本

都有相同的协方差矩阵#即
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'对于一个新的观测数据向量
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式中
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是第
+

类的先验概率'通过选择
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使后验概率
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&最大#得到新样本
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的最优分类结

果为
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式中均值向量
#

+

#协方差矩阵
"

以及先验概率
$

+

都是由观测数据矩阵
#

估算得到'

E

!

高维缺失数据的线性判别分析

对于高维数据集#其样本数目
"

接近甚至超过数据维数
:

#此时样本协方差矩阵不再是总体协方差

矩阵
"

的一个良好估计'如果观测数据中还存在有一些缺失值#总体协方差矩阵
"

将更难以被正确估

计'这些都是导致
]MU

在处理高维数据分类问题时效果不佳的一些重要原因'本节通过利用高维缺

失数据的总体协方差矩阵无偏估计方法#提出一种改进的线性判别分析算法'
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含缺失值的高维数据协方差矩阵的无偏估计

假设第
C

$

C
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&个变量
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&在第
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次观测中可获得的概率为
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#即数据矩阵
#

的第
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&个观测值
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被观测到的概率为
'

'当
'6

@

时#表明数据矩阵
#

中不存在缺失观测值#它是一个

完整的数据矩阵'样本协方差矩阵可以表示为
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基于随机矩阵理论分析#可以建立关于总体协方差矩阵
"

的
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估计的
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式中
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是一组
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的半正定对称矩阵%

'
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和
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'
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分别表示矩阵
%

的
L'%V3(1&4

范数和迹

范数'

对于含有缺失值的高维数据
#

$

'

&

#为了能较好地估计出总体协方差矩阵
"

#需要基于已观测到的

数据#使用简单的均值填充方法#对缺失数据进行填充#得到完整的观测数据矩阵
#

9

$

'

&

'对于填充后

的数据矩阵
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#其样本协方差矩阵为
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在这种情况下#可以利用
"

$

'

&代替式$

D

&中的
"

"

得到
H')9*3

不等式'然而#当数据集含有缺失值时#

"

$

'

&不再是总体协方差矩阵
"

的良好估计'基于简单的观测#可以定义矩阵
"

( 作为缺失数据总体协方

差矩阵的无偏估计
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因此对于不完整的数据矩阵
#

$

'

&

#需要首先估算出式$

T

&中
'

的值$它近似等于
#

$

'

&中已观测到的数据

占总数据量的比值&'总体协方差
"

的
])44%

估计可通过求解以下凸优化问题得到)
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其中
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的最优参数取值为
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式中
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是一个较大的正常数'从式$
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估计可以看出#这种估计方法是矩阵回归框架下
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估计在协方差矩阵中的一个应用%并且已经理论证明#式$

\

&中的
])44%

估计$
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对任意的
"

#
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#

'

来说#

都是
O1(1O)Z

最优的)

A

*

'

EKE

!

高维缺失数据集的线性判别分析算法

将上述总体协方差矩阵的无偏估计和线性判别分析相结合#提出如下处理高维缺失数据集的分类

算法'

算法!高维缺失数据集的线性判别分析$
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输入!含有缺失值的训练数据矩阵
#

$

'

&

5'

和测试数据矩阵
#

53

输出!分类正确率

@

(将
#

$

'

&

5'

中被标记的样本分为
(

类%

"

(计算
#

$

'

&
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中已观测到的数据比例#即可估算出
'

值%

!

(计算公式$

B

&中的样本协方差矩阵
"

$

'

&

%

F

(计算公式$

T

&中
"

( 以及公式$

A

&中参数
(

)

%

D

(求解公式$

\

&中的凸优化问题#得到
"

的无偏估计$

"

%

B

(对每一类#计算公式$
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&中的先验概率
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%基于
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中已观测到的数据#计算公式$
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&中的均值

向量
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(把
#
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中的样本向量
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逐个代入公式$
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&中#计算
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&%将
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分类到使
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&最大的那一

类中%
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(计算出分类正确率'

如果测试数据矩阵
#

53

含有缺失数据#要先用数据填充的方法对数据填充#然后再进行分类'对于

算法中的步骤
D

的凸优化问题#可以通过调用
>)5*)V

中
,<[

程序包进行求解)

@D
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'

F

!

仿真实验结果及分析

FKB
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仿真数据模型

在仿真实验中#模拟数据集由
!

类样本数据构成'这
!

类数据分别对应
!

种均值不同+协方差矩阵

相同的多元高斯分布!
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对角矩阵生成$此种形式的协方差矩阵已广泛应用于分类问题的研究)
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由于矩阵块
"

%

中的第 $

-

#

C

&个元素为

)

-

C

6

%

@

-

<

C

@

#

@

/

-

#

C

/

@#

$

@"

&

!

因此#

"

%

中的变量相关性随着任何一对变量之间的距离的变化而变化'实验中选取
%

6

#E\

'

为了构造缺失数据集#根据不同的
'

值#在这
!

类样本数据中随机地剔除一些数据点'

FKE

!

实验结果与分析

为了将本文所提算法
]GM>H

与其他处理缺失数据的分类方法相比较#对含有缺失值的高维数据

集#选取两种广泛应用的判别分类方法(((正则化的高维线性判别分析$

GMKMU

&

)

@T

*和最小距离经验

贝叶斯估计器$

>M:P

&

)

@\

*进行分类'这些分类算法可以从
K

语言中的
4

N

)'43;149'1O

包中获得'在分

类之前#首先使用
RE

最近邻$

R77

&

)

@A

*以及主成分分析$

S,U

&

)

"#

*方法对缺失数据集进行填充预处理'

仿真实验中#变量数目固定为
:

aD#

#样本数目
"

依次为
"F

#

!#

#

B#

#并且另外生成
@D#

个样本作为

测试数据集'实验结果见表
@

和表
"

#每种算法的平均分类正确率都是对
D#

次实验结果取平均得到'

从表
@

和表
"

可以看出#

]GM>H

在高维情况下$即
:

0

"

时&优于其他高维线性判别分析算法#并始终

保持着较高的分类正确率'而且#随着缺失数据的增多$从表
@

中的
'6

#EA

变化到表
"

中的
'6

#ET

&#

]GM>H

的分类正确率虽然有了降低#但仍高于其他算法'此外#当样本数目
"

大于变量数目
:

时#

]GM>H

算法的分类效果也是这几种算法中最好的'

表
B

!

不同算法随样本数变化的平均分类正确率$

&

]LZ

#

$

]Z'X

%

H'@,&B

!

H3&'5&%'

6

&2"%%&202,'--#G#2'0#"(%'0&G"%!#GG&%&(0

',

6

"%#03D-A#03!#GG&%&(0-'D

+

,&-#/&-

$

&

]LZ

#

$

]Z'X

%

算法
"a"F "a!# "aB#

S,Uo GMKMU #?B@! #?D!T #?T\T

R77oGMKMU #?B#! #?TDT #?T@!

S,Uo>M:P #?TD# #?\TT #?A#T

R77o>M:P #?TF# #?\F! #?\BT

S,Uo]GM>H #?\B# #?A!T #?AD!

R77o]GM>H #?\DT #?A!T #?AFT

表
E

!

不同算法随样本数变化的平均分类正确率$

&

]LZ

#

$

]Z'P

%

H'@,&E

!

H3&'5&%'

6

&2"%%&202,'--#G#2'0#"(%'0&G"%!#GG&%&(0

',

6

"%#03D-A#03!#GG&%&(0-'D

+

,&-#/&-

$

&

]LZ

#

$

]Z'P

%

算法
"a"F "a!# "aB#

S,Uo GMKMU #?B#T #?D#T #?B!T

R77oGMKMU #?DD# #?F\T #?D"#

S,Uo>M:P #?T@T #?TT# #?\#!

R77o>M:P #?BB# #?BA# #?T\#

S,Uo]GM>H #?T#! #?T\T #?\DT

R77o]GM>H #?BF! #?T!# #?\@T

J

!

真实数据实验结果及分析

本节所用的
"

个真实数据集分别是乳腺癌数据集和小白鼠蛋白质表达数据集)

"@

*

'乳腺癌数据集

不含有缺失数据#共有
"@"

个恶性肿瘤样本和
!DT

个良性肿瘤样本#并且每个样本都包含
:

a!#

个特征

变量'根据不同的
'

值任意地去除样本中的数据点#并随机选取
"

个样本作为训练数据#其余样本作为

测试数据#每种算法的平均分类正确率都是由
D#

次实验结果取平均数得到'对于不同的数据缺失率#

实验结果见表
!

和表
F

'虽然在个别情况下#

]GM>H

的分类正确率略低于
>M:P

方法#但它总体上

仍然获得了较高的分类正确率'

,

$"

,
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表
F

!

乳腺癌数据集的平均分类正确率$

$

]Z'X

%

H'@,&F

!

H3&'5&%'

6

&2"%%&202,'--#G#2'0#"(%'0&G"%03&@%&'-0

2'(2&%!'0'-&0

$

$

]Z'X

%

算法
"a"# "a!# "aD#

S,Uo GMKMU #?T!A #?TA# #?\D#

R77oGMKMU #?TD@ #?TA! #?\BB

S,Uo>M:P #?\\! #?\AA #?\AA

R77o>M:P #?\\@ #?\AA #?\AA

S,Uo]GM>H #?\\@ #?A#" #?A#"

R77o]GM>H #?\TF #?A#" #?\A\

表
J

!

乳腺癌数据集的平均分类正确率$

$

]Z'P

%

H'@,&J

!

H3&'5&%'

6

&2"%%&202,'--#G#2'0#"(%'0&G"%03&@%&'-0

2'(2&%!'0'-&0

$

$

]Z'P

%

算法
"a"# "a!# "aD#

S,Uo GMKMU #?T#! #?TTB #?\DT

R77oGMKMU #?BDF #?TB# #?\!T

S,Uo>M:P #?A#B #?A#" #?\AD

R77o>M:P #?\\\ #?\\" #?\T!

S,Uo]GM>H #?A@! #?A#F #?A##

R77o]GM>H #?\A! #?\\B #?\T!

表
L

!

小白鼠蛋白质表达数据集的平均分类正确率$

&

]PP

%

H'@,&L

!

H3&'5&%'

6

&2"%%&202,'--#G#2'0#"(%'0&G"%03&D#2&

+

%"0&#(&*

+

%&--#"(!'0'-&0

$

&

]PP

%

算法
"aF# "aBF "a@"\

S,Uo GMKMU #?B!B #?T"F #?\DB

R77oGMKMU #?B"@ #?BT! #?\D"

S,Uo>M:P #?DB# #?B!@ #?T"A

R77o>M:P #?DB@ #?B"# #?T!#

S,Uo]GM>H #?BA# #?TFF #?\T#

R77o]GM>H #?BBT #?T@" #?\TF

!!

小白鼠蛋白质表达数据集共含有
@#\#

个样本#分为
\

个类别#其中前
F

类样本是通过测量
!\

个对

照组小鼠大脑皮层中的
TT

种蛋白质的表达水平

而得到#另外
F

类样本是关于
!F

个唐氏综合症小

鼠的
TT

种蛋白质水平的测量结果'每组小鼠分

别独立测量
@D

次'该数据集本身含有缺失值#经

计算#其中已观测到的数据比例为
'a

#?A\!"

'

实验结果见表
D

'尽管在高维情况下#每种算法

的分类正确率都不高#但是
]GM>H

算法始终要

高于其他
"

种分类算法'而且随着样本数
"

的增

加#各种分类算法的正确率也都有了明显的提高'

L

!

结
!

论

针对线性判别分析方法在处理高维缺失数据

集时效率较低的问题#提出了一种基于
])44%

协方差矩阵估计的线性判别分析算法
]GM>H

'该算法

通过求解一个凸优化问题得到高维协方差矩阵的无偏估计#然后结合线性判别分析#实现对高维缺失数

据集的分类'基于数据集和真实数据集的仿真实验表明#所提算法能够有效处理含有缺失数据的高维

数据集#并且得到了较高的分类正确率'但是对于缺失程度较高的数据集#由于部分变量的均值偏差太

大甚至无法求出#导致算法
]GM>H

的分类效率明显降低#这也是课题组将来需要解决的问题之一'

参考文献!

)

@

*张瑞#蒋晨之#苏剑波
?

基于稀疏特征挑选和概率线性判别分析的表情识别研究)

$

*

?

电子学报#

"#@\

#

FB

$

T

&!

@T@#E@T@\?

)

"

*张靖#胡学钢#李培培#等
?

基于迭代
])44%

的肿瘤分类信息基因选择方法研究)

$

*

?

模式识别与人工智能#

"#@F

#

"T

$

@

&!

FAEDA?

)

!

*刘丽萍
?

大维数据背景下金融协方差阵的估计及应用)

$

*

?

系统工程理论与实践#

"#@T

#

!T

$

!

&!

DATEB#B?

)

F

*

LK̂:M>U7$G?K3

.

&*)'1/3;;149'1O1()(5)()*

6

414

)

$

*

?$%&'()*%+5-3UO3'19)(85)514519)*U44%91)51%(

#

@A\A

#

\F

$

F#D

&!

@BDE@TD?

)

D

*

807Se

#

PUHRI

#

]̂ G G

#

35)*?U(3++1913(59*)441+19)51%(O35-%;+%'+&3*)(;9'&;3%1*5

6N

34V)43;%(O

"

/"DB

O)449-'%O)5%

.

')

N

-

6

V

6

,HIES,UE]MU

)

$

*

?L&3*

#

"#@\

#

"""

!

F@BEF"!?

)

B

*

XU7QUeUQ88

#

>̂8KUU

#

SU7MUP8?U45&;

6

%+1(9%O

N

*353;)5)E)'3213W

)

,

*""

S'%933;1(

.

4%+5-3̂(53'()51%(E

,

%"

,



第
"

期 刘鹏#等$面向高维缺失数据集的线性判别分析方法

)*,%(+3'3(93%(L'%(513'4%+̂(53**1

.

3(5,%O

N

&51(

.

!

Q-3%'

6

)(;U

NN

*19)51%(4

$

L̂,QU

&

"#@!?,-)O

!

8

N

'1(

.

3'

#

"#@F

!

F#@EF#\?

)

T

*

:7M:K8,R?U

NN

*13;O1441(

.

;)5))()*

6

414

)

>

*

?73We%'J

!

X&1*+%';S'344

#

"#@#?

)

\

*

H07SKU8:0QG8

#

>HHK:S,

#

eH07XM>?̂O

N

&5)51%(539-(1

Y

&34+%'1(9%O

N

*353;)5)1(

Y

&);')519;149'1O1E

()(5)()*

6

414

)

$

*

?$%&'()*%+85)514519)*,%O

N

&5)51%()(;81O&*)51%(

#

"#@"

#

\"

$

B

&!

\B!E\TT?

)

A

*

:]RUKH0̂ 7?8

N

395'&O3451O)51%(+%'*)'

.

3;1O3(41%()*9%2)'1)(93O)5'1934&41(

.

')(;%O O)5'1Z5-3%'

6

)

$

*

?Q-3

U(()*4%+85)5145194

#

"##\

#

!B

$

B

&!

"TDTE"TA#?

)

@#

*

$HG78QH7:^>

#

>U ?̀L)45)

NN

'%)9-5%5-3Q')9

6

EI1;%O*)W)55-33;

.

3%+XH:)(;X0:

)

$

*

?U(()*4%+U

N

E

N

*13;S'%V)V1*15

6

#

"#@"

#

""

$

D

&!

@AB"E@A\\?

)

@@

*

<:K8Ge7̂7 K?̂(5'%;&951%(5%5-3(%(E)4

6

O

N

5%519)()*

6

414%+')(;%O O)5'1934

)

K

*

?S)'14

!

(̂4515&5 G3('1

S%1(9)'r

#

"#@@?

)

@"

*

]H07̂,̂ R?G1

.

-E;1O3(41%()*9%2)'1)(93O)5'1Z3451O)51%(W15-O1441(

.

%V43'2)51%(4

)

$

*

?P3'(%&**1

#

"#@F

#

"#

$

!

&!

@#"AE@#D\?

)

@!

*

]H07̂,̂ R?8&

N

E(%'O9%(23'

.

3(93')53)(;41

.

(9%(93(5')51%(

N

'%

N

3'5

6

%+])44%)(;M)(5/1

.

3451O)5%'4

)

$

*

?:*39E

5'%(19$%&'()*%+85)5145194

#

"##\

#

"

!

A#E@#"?

)

@F

*

P̂,R:]S$

#

K̂QH<e

#

Q8ePURH<UP?81O&*5)(3%&4)()*

6

414%+])44%)(;M)(5/1

.

43*395%'

)

$

*

?Q-3U(()*4%+

85)5145194

#

"##A

#

!T

$

F

&!

@T#DE@T!"?

)

@D

*

XKU7Q >

#

PHeM8

#

e:e?,<[

!

O)5*)V4%+5W)'3+%';1491

N

*1(3;9%(23Z

N

'%

.

')OO1(

.

)

:P

"

H]

*

?

$

"#@!E#AE#@

&

)

"#@\E#FE@#

*

?-55

N

!""

92Z

6

?9%O

"

92Z

"

?

)

@B

*

X0He

#

GU8Q̂:Q

#
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